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RESUMO

Este artigo introduz um algoritmo exato para o Problema da Mochila Quadrética. O algoritmo,
do tipo Branch-and-Cut, se baseia numa lineariza¢do da formulagdo clédssica do problema, fortale-
cida com a utilizacdo de algumas familias de desigualdades vélidas. A primeira delas esta associada
a quadratizacdo da desigualdade de definicdo do problema, ou seja, sua desigualdade da mochila.
As demais definem facetas do Politopo Booleano Quadratico e do Politopo da Mochila 0-1. Desi-
gualdades dos dois dltimos tipos s@o separadas dinamicamente, a medida que se fazem necessdrias.
Por sua vez, aquelas do primeiro tipo s@o incorporadas a reformulacio linear, desde o inicio. Expe-
rimentos computacionais atestam que o algoritmo € uma opcao atraente para a resolucdo exata do
problema.

PALAVRAS CHAVE: Problema da mochila quadrética, algoritmo Branch-and-Cut, desigualdades
vélidas.

ABSTRACT

This paper introduces an exact solution algorithm for the Quadratic Knapsack Problem. The
Branch-and-Cut type algorithm is based on a linearization of a classical formulation of the pro-
blem, strengthened with the use of some families of valid inequalities. The first type of inequality
results from the quadratization of the problem defining inequality, i.e., its corresponding knapsack
inequality. The other two types of inequalities are associated with facet defining inequalities for
the Boolean Quadric Polytope and the 0-1 Knapsack Polytope. Inequalities of the latter types are
separated dynamically, as they become necessary. In turn, inequalities of the former type are incor-
porated to the linear reformulation, right from the beginning. Computational experiments indicate
that the algorithm is an attractive option for solving the problem exactly.

KEYWORDS: Quadratic Knapsack Problem, Branch-and-Cut algorithm, valid inequalities.
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1 Introducao

Suponha que estdo disponiveis um conjunto de n objetos N = {1,...,n}, com pesos W =
{w; € N:i € N}, e uma mochila com capacidade ¢ € N, sendo rzré%c w; <c< Z w;. Colocar na
mochila um objeto ¢ € N traz um beneficio p;; € N e deseja-se escolher um subcl(e)rjl\gunto de objetos
N’ C N que, carregados na mesma, leve a um beneficio total maximo. Denomina-se Problema da
Mochila 0-1 (KP) [151[19,23] a escolha de um tal N'.

Se beneficios cruzados p;;, sdo também obtidos quando 4, € N’, a escolha de N’ passa a se
chamar Problema da Mochila Quadratica 0-1 (QKP) [3+51/7,/12,120,122,24]].

Introduzindo um conjunto de varidveis = {x; € {0,1} : ¢ € N}, tomando ¢; = p;; e notando
que x; = x; X x;, QKP pode ser formulado como:

n—1 n
maXZqixi + Z Z DijTiTj (D

iEN i=1 j=i+1

s.a. Zwimi <c ()
iEN
xz; € {0,1}, i € N. 3)

QKP pode ser interpretado em termos de Teoria dos Grafos. Nesse sentido, seja G = (V, E)
um grafo completo ndo direcionado com n vértices onde cada vértice ¢ € V leva a um lucro p;; e
tem um peso w;. Da mesma forma, cada aresta e = {i,j} € E, onde i < j, leva a um lucro Dij-

Definido G, pede-se para encontrar um subconjunto de vértices S C V onde Z w; < ce o lucro
total auferido seja o maximo. e

Apesar de sua ficil formulagdo, o QKP € um problema desafiador, tendo sido amplamente
estudado nas ultimas trés décadas [3}5}(7,/12,20,[22,24]. QKP € um problema NP-dificil pois
admite KP, que pertence aquela classe de problemas, como um caso particular.

QKP possui uma grande quantidade de aplica¢des, podendo ser citadas, dentre outras:

o Witzgall descreve em [26] um problema de telecomunica¢do onde um conjunto de estacdes
de satélites tem de ser selecionado, tal que o trafico entre as estagdes é maximizado e uma
retricdo de orcamento tem de ser respeitada. Ou seja, um problema similar a QKP.

e Johnson, Mehrotra, Nemhauser em [[13]] citam um problema de projeto de compiladores que
pode ser formulado como um QKP.

e O problema de encontrar cliques maximais de um grafo [7,|14},22] pode ser formulado como
um QKP [7,22]. Para tanto, assuma que um grafo esparso ndo direcionado G = (V, E) é
dado. Denomina-se uma clique a um subgrafo completo de GG e o problema em questéo é o
de encontrar a maior clique contida naquele grafo.

Ao longo das ultimas trés decadas diversos limitantes superiores e algoritmos tem sido propos-
tos para o QKP.

Gallo, Hammer and Simeone [12]] propuseram um algoritmo tipo Branch-and-Bound [18},)27]]
para resolver o problema. Isto € feito calculando limitantes superiores através da substitui¢do da
fungdo objetivo f(z) = Z Z pijxiz; por uma fungdo linear g(x) tal que g(x) domina f(x) em

iEN jEN
todos os ponto vidveis.
Especificamente, limitantes superiores sdo obtidos pela resolucdo do seguinte problema:
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max g(z)

s.a g wiT; < ¢

€N
z; € {0,1}, i € N.

Chaillou, Hansen and Mahieu em [8]] também propuseram um algoritmo do tipo Branch-and-
Bound para o QKP. Entretanto, calculam limitantes superiores através de uma Relaxag@o Lagran-
geana [2]] da formulacdo utilizada.

Em outro algoritmo do tipo Branch-and-Bound, Michelon e Veuilleux [20] se utilizam de De-
composicao Lagrangeana [30]] para calcular limitantes superiores.

Mais uma vez utilizando Relaxacdo Lagrangeana, Billionet e Calmels [5]] propuseram um algo-
ritmo do tipo Branch-and-Bound para o problema.

Posteriormente, Billionet, Faye e Soutif [3] propuseram em um algoritmo do tipo Branch-and-
Bound baseado em Decomposicdo Lagrangeana e particdo de conjuntos.

Ainda utilizando Relaxacdo Lagrangeana, Palmeira [22] prop6s um algoritmo do tipo Branch-
and-Bound onde limitantes superiores sao calculados através de um algoritmo Relax-and-Cut 10,
16L|17]], ou seja, um anédlogo Lagrangeano de algoritmos de planos-de-corte.

No que € provavelmente o algoritmo exato mais citado na literatura do QKP, Caprara, Pisinger
e Toth [7] propuseram um algoritmo do tipo Branch-and-Bound, baseado numa reformulagdo do
problema. Neste algoritmo, limitantes superiores sao calculados através de Relaxacdo Lagrangeana
e técnicas de fixacdo de varidveis e reducdo do problema sao também utilizadas.

Ao contrdrio dos algoritmos anteriores que, com uma Unica excessao, se utilizam de Relaxagao
Lagrangeana para o cdlculo de limitantes superiores, o algoritmo proposto por Billionet e Soutif [6]]
se utiliza de Programacdo Linear para cumprir tal fun¢do. Da mesma forma, utiliza de resolvedores
de Programacdo Inteira Mista (MIP) para obter solu¢des comprovadamente 6timas para o problema.

Finalmente, Rodrigues, Quadri, Michelon e Gueye [25]] sugeriram recentemente um algoritmo
do tipo Branch-and-Bound para o problema. Este, é baseado em um esquema de linearizac3o,
denominado t-linearizacdo pelos autores, e se utiliza de Programacgdo Linear para a obtencdo de
limitantes superiores.

Para maiores detalhes sobre o QKP, sugerimos [15,/19}23]] como fontes de consulta.

2 Desigualdades validas para o QKP 0-1

Considere a restricdo da mochila,

Zwixi <ec. 4

iEN

Multiplicando a mesma por x;, para cada j € IV, obtemos as seguinte desigualdades quadrati-
zadas:

Z wizixry < (¢ —wj) x4, j € N. 5)
i€EN\{5}

Tais desigualdades, que sdo claramente vélidas para o QKP, foram propostas por Adams e She-
rali em [1]].

Para efeito de linearizag¢do dos termos quadréticos da funcdo objetivo do QKP e das desigualda-
des , considere o uso de varidveis y = {y;; € {0,1} : ¢ < j, i,j € N}. Dessa forma, x;z; deve
ser entdo substituido por y;;. Adicionalmente, desigualdades validas propostas por Padberg [21]]
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para o Politopo Booleano Quadratico (BQP) podem ser utilizadas para ajudar a aproximar o valor
de y;; daquele correspondente a x;x ;. Nesse sentido, as desigualdades

se mostram particularmente dteis.

As desigualdades (5) e (6)-(8) foram utilizadas por Billionet e Calmels [5]], Palmeira, Porto e
Lucena [22] e Caprara, Pisinger e Toth [[7]]. Nesta ultima referéncia, para efeito de uma reformulacao
de QKP, varidveis adicionais {y;; € {0,1} : ¢ > j, 4,7 € N} sdo também utilizadas, sob a
restricdo adicional de que y;; = y;;, para qualquer par 4,7 € N onde ¢ # j. Ainda naquela
referéncia, o beneficio cruzado p;;, relativo a um par 4, j € N, onde ¢ # j, € dividido igualmente
entre as duas varidveis y;; € y;; que lhe sdo correspondentes.

Outra familia de desigualdades validas para o BQP, denominadas desigualdades do tridngulo,
foram também propostas Padberg [21]]. Estas foram utilizadas por Palmeira em [22] e sdo descritas

por:
Ti+ 25+ T —Yij —Yik — Yk <1, 1 <j <k, i,j,keN )

De forma a introduzir desigualdades vélidas adicionais para o QKP, considere o conjunto
K= {X;Zwixi <e, x; €{0,1}", ieN},
iEN
associado ao KP.

Definicao 2.1 Seja C C N. Dizemos que C é uma cover se Z w; > c¢. Uma cover é minima se
1eC
C\ {i} ndo é uma cover para algum i € C.

Considere um vetor de incidéncia (ou vetor caracteristico), 2, associado a C' e definido como
se segue: x; = 1lsei € Cex; =0sei ¢ C. Assim sendo, C' é uma cover se e somente se 2C é
invidvel para K.

Proposicao 2.1 Seja C' C N uma cover para K. A desigualdade de cover,

Y w <Ol -1, (13)

ieC
évdlida para K.
Prova 2.1 Veja Wolsey [27)].
Definicao 2.2 Seja C' uma cover de K, uma extensdo de C é dada pelo subconjunto:

E(C):CU{ZGN\C : wizwj,VjEC}.
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Proposicao 2.2 Seja C uma cover para K. Entdo a desigualdade de extended cover,

o m<|ol-1, (14)

i€E(C)

évdlida para K.
Prova 2.2 Veja Wolsey [27)].

Desigualdades de cover serdo aqui utilizadas para gerar desigualdades validas para o QKP.
De forma a introduzir tais desigualdades, vamos primeiramente mostrar como desigualdades de
cover violadas podem ser identificadas. Seja x* uma solug¢do 6timo para o Problema de Relaxagéo
Continua de K P, formulado como

maprixi (15)
1EN

s.az wiT; < ¢ (16)
ieN

x; €[0,1], i € N. (17)

Associado a x*, o Problema de Separacio (PS) das desigualdades de cover consiste em identifi-
car uma desigualdade de cover violada por x* ou estabelecer que nenhuma desigualdade desse tipo
existe.

Um procedimento para resolver o PS definido acima, foi sugerido por Crowder, Johnson e
Padberg em [9]. Para descrevé-lo, considere o KP

~ = min {2(1 —atis Y witi>c+ 1t €{0,1}, i € N} (18)
iEN i€N
e o teorema que se segue, relativo a ele.
Teorema 2.1 Veja Wolsey [27)]
1. sey > 1, x* satisfaz a todas as desigualdades de cover.

2. sey < 1, com uma solugdo otima para dada por t%, a desigualdade de cover Z z; <
1€ER
|R| — 1 é violada por x* em uma quantidade 1 — .

Prova 2.3 Veja Wolsey [27)]

Seja conv(K) o fecho convexo definido pelas solugdes vidveis de KP. Balas [29] e Wolsey [28]]
mostraram que, dada uma desigualdade de cover minima, existe no minimo uma faceta definida
pela desigualdade:

i+ > am<|C-1 (19)

eC ieN\{C}

onde o; > O paratodo i € N \ {C'}. Esta desigualdade é denominada desigualdade de lifting.
Wolsey [27] descreve um procedimento para encontrar desigualdades de lifting que definem
facetas para a conv(K), quando C' é uma cover minima e w; < ¢, paratodoi € N.
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Algorithm 1 Procedimento para encontrar desigualdades de lifting [27]
r=IN\C[;
Ordene os indices ¢ € N \ C' em ordem crescente de acordo com cada peso w;;
fort =1tor do
Resolva o problema,

t—1
(4 = max g QT + E T;

j=1 ieC
t—1

s.a E Wi; Ti; + E w;xT; < ¢ — Wi
j=1 ieC

z e {0,1}¢HHt-1

a;, =|Cl =1+ (s
end for

3 Exemplo numérico
Considere a seguinte instincia para o QKP 0-1.

max x1 + x2 + &3 + x4 + x5 + e+ (20)

14y19 + 14y13 + 49y14 + 37y15 + 33y16 + 3y17+
13y23 + 36y24 + 6y25 + 2y26 + Y27+
26y34 + 21yss + 11yse + 2ys7+
12y45 + 46y46 + 10ya7+
24ys6 + 46ys57+
19ye7

s.a. 11x1 + 6x9 + 63 + by + D5 + 4 + 7 < 19
rie{0,1),ie{l,....7)

Utilizando o resolvedor Xpress Optimizer, obtemos a seguinte solucio para Problema de Rela-
xagdo Continua associado a (20):

x=1[0,00 0,12 0,58 0,92 0,92 0,92 0,92 |e
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 ]
0,00 0,12 0,12 0,06 0,12
0,50 0,50 0,50 0,50

y= 0,92 0,92 0,92 |’
0,92 0,92
0,92

para uma funcdo objetivo de valor igual a 363, 46.
Resolvendo o Problema de Separacdo associado as desigualdade de cover, obtemos a solugdo

z=1[0,00 0,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,00 ],

com valor 6timo igual a 0, 65. Dessa maneira, temos que C' = {3,4,5,6} e
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T3+ T4+ x5+ 16 < 3

¢ a desigualdade de cover encontrada. Esta, de acordo com (I8)) e o Teorema (2.1, é violada por X.
Quadratizando a desigualdade de cover obtida acima, obtemos as seguintes desigualdades:

Y13 + Y14 + Y15 + y16 < 371 (21)
Y23 + Y24 + Y25 + Y26 < 372 (22)
T3 + Ysa + Yss + yse < 3x3 (23)
Y34+ T4 + Yas5 + Ya6 < T4 (24)
Y35 + Yas + T5 + Ys6 < Ts (25)
Y36 + Ya6 + Ys6 + T < 3x6 (26)
Y37 + yar + ys7 + yer < 3w7. (27)

Em particular, para a solucdo (X,y), as desigualdades e sdo ndo-violadas, enquanto
23), 4), (23), (26) e (27) sdo violadas.

Observe que, dada uma desigualdade de cover violada, € possivel obter uma desigualdade de
cover quadratizada ndo-violada onde o termo referente a quadratizacdo estd definido no intervalo
(0,1) (na verdade, aquele termo pode ser definido no intervalo (0, 1]). Para tanto, observe que
Yij < x; ey;; < x; se aplicam e, dessa forma, 0 < x; < 1 e y;; # x;x; resultam. Isto, por sua
vez, implica em um decréscimo do lado esquerdo da desigualdade de cover quadratizada. J4 para o
caso onde z; = 0, temos que a desigualdade quadratizada obtida serd sempre ndo-violada.

Dada uma desigualdade de cover ndo-violada, seria possivel obter uma desigualdade de cover
quadratizada, a ela associada, e que seja violada? Note que, nesse caso, a desigualdade de cover
quadratizada seria obtida pela multiplicagdo da desigualdade de cover por um termo pertencente ao
conjunto que a define. A resposta a pergunta aqui formulada serd dada através da construgcdo de um
exemplo.

Suponha que temos a seguinte solucdo para relaxagcdo continua do QKP previamente definido:

x=1[0,00 0,50 0,00 0,50 0,00 0,50 ].

Considere uma cover definida pelo conjunto C' = {2,4, 6} e observe que a mesma é néo-violada
por X. Quadratizando a desigualdade de cover correspondente a C, para j ¢ C, obtemos

Y12 + Y14 + y16 < 221 (28)
Y23 + Y34 + Y36 < 273 (29)
Yo5 + Yas + Yse < 2x5. (30)

Estas, sdo ndo-violadas, pois 0 mdximo valor que y;; podem assumir € 0, de acordo com as
desigualdades y;; < x;, 1 < j, 4,7 € Ney;; <z, i < j, 1,j € N. Efetuando o mesmo

procedimento para j € C, obtemos

T2 + Y24 + Y26 < 272 31)
Y24 + T4 + yas < 224 (32)
Y26 + Yae + 16 < 2x6. (33)

Observe entdo que temos Y24 < T2, Y24 < T4, Y26 < T2, Y25 < Tg, T2+ T4 < 1+ yu e
T2 + xg < 1 4+ yo6, onde o maior valor que y24 € 326 podem assumir € 0, 50. Dessa forma, temos
que
Yoa + Y26 + 22 =1,5
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(IC] = 12y =2 x 0,50 = 1,00

resultam. Logo,
Yoa + Y26 + 12 > (|C] = )9

se aplica e temos uma desigualdade quadratizada ndo-violada.
Vamos agora encontrar uma desigualdade de /ifting. Utilizando o Algoritmo [I] obtemos a se-
guinte desigualdade de lifting,

201 + 29 + 23 + x4 + 5 + 26 < 4,

definida para L = {1, 2, 3,4, 5,6}. Esta desigualdade € violada por (X,y).

Observe que se a desigualdade de cover obtida € violada, a desigualdade de lifting também o
serd.

Quadratizando a desigualdade de [ifting, obtemos as seguintes desigualdades

2x1 + Y12 + Y13 + Y14 + Y15 + Y16 < 311 (34)
2y12 + T2 + Y23 + You + Y25 + Y26 < 312 (35)
2y13 + Y23 + 3 + Y34 + Y35 + Y36 < 33 (36)
2y14 + Y24 + Y34 + T4 + Ya5 + yas < 314 (37
2y15 + Y25 + Y35 + Yas + T5 + yse < 35 (38)
2y16 + Y26 + Y36 + Y46 + Ys6 + T6 < 36 (39
2y17 + Y27 + Y37 + Yar + Y57 + yer < 37, (40)

Observe que ndo € violada por (X, y), enquanto (35), (36), (37). (38). e sdo.

De acordo com o exemplo acima, temos que, dados os elementos pertencentes ao conjunto das
lifting, L, ao quadratizamos uma desigualdade de [ifting em relacdo a tais elementos, as desigual-
dades resultantes podem ou ndo serem violadas pela solu¢do continua em maos.

Considere o conjunto que define uma cover, C' = {1,...,p}, e o conjunto dos elementos fora
da cobertura, N \ C = {p+1,...,n}. Para encontramos uma desigualdade de lifting, de acordo
com o Algoritmo [I} ordenamos decrescentemente os elementos do conjunto N \ C, de acordo com
w;, i € N\ C. Feito isso, resolvemos, para 1 < ¢ < |[N \ C|, os seguintes problemas:

t—1
(y = max E QT + E T;
=1

ieC
i—1
s.aZwi]. + Zwi <b—uwy
j=1 ieC

= {07 1}|C\+t—1’

onde o;, = |C| — 1 — (.
Suponha, para algum j tal que 1 < j < [N\ C|, que a;;; = 0 se aplica, ou seja, que ¢; = 1—|C.
Observe que, parak € {t + 1,t + 2,...,|N \ C|} temos b —wy, < b—w;. Assim sendo, chegamos

a

Ck > Gt
o que implica que oy, < «j,. Como «;, > 0 para todo £, temos entdo que oy, = 0, para todo
k > 1.
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4 Algoritmo Branch-and-Cut para o QKP

Um algoritmo Branch-and-Cut [|2'7] € um algoritmo do tipo Branch-and-Bound [15]] no qual pla-
nos de cortes sdo gerados para os diferentes problemas definidos nos nds da arvore de enumeragio.
Isso é feito com o intuito de fortalecer os limitantes duais associados aos mesmos e eventualmente
reduzir o nimero de nés a enumerar na arvore.

Na prética existe um trade-off a ser respeitado ao se implementar um algoritmo Branch-and-Cut.
Se muitos planos de cortes sdo adicionados em cada nd da arvore de enumeracio, as reotimizacdes
podem se tornar muito caras. Demandas adicionais relativas ao uso de memoéria RAM devem
também ser consideradas, ja que temos que armazenar todas as informacdes relativas aos problemas
definidos em cada né da arvore de enumeragdo. Dependendo do nimero de cortes gerados, essa
demanda pode se tornar significativa.

Um cut pool € utilizada para armazenar informagdes referente aos cortes. Por exemplo, limites
duais e bases Simplex a eles associados devem ser guardadas. Da mesma forma, é também necessé-
rio indicar quais planos de cortes sdo necessdrias para reconstruir a formulacgao relativa a um dado
né da drvore de procura (os ponteiros para estas restricdes devem também ser armazenados no cut
pool).

O algoritmo Branch-and-Cut que implementamos para o QKP se baseia na separagao de desi-
gualdades vélidas para o KP. Nossa implementagao se utilizou do resolvedor de Programacao Linear
Inteira Mista, Xpress Optimizer. A escolha da varidvel a ser ramificada na drvore de enumeracgao
foi determinada automaticamente pelo Xpress Optimizer, para percorrer a arvore de enumeragao
utilizamos a busca em profundidade. Desabilitamos o preprocessamento, estratégias de cortes e
estratégias de heuristicas do Xpress Optimizer. Prioridade foi atribuida as varidveis y. No mais,
todas as funcdes de gerenciamento da arvore de enumeragdo foram deixados a cargo do resolvedor.

Em nossa implementacdo, utilizamos a seguinte reformulacdo linear do QKP:

n—1 n
max quﬁz‘ +Z Z DijYij (4D

ieN i=1 j=i+1
s.a. Z w;x; < ¢ 42)
ieN
> wwi+ Y wiy < (c—wj)zy, jEN (43)
i<j, ieN i>j, ieN
yij < w4, 1< j,i,j EN (44)
Yij < xj, 1< J, 1, €N 45)
rit+x; <14y, i1<j,4,J€N (46)
xi,yije{o,l},z'<j, 1,7 € N. @7

Especificamente, trabalhamos sobre a relaxac@o continua de (4I)-(47). Neste caso, substituimos
as restrigdes z;,y;; € {0,1}, ¢ < j, i,j € N, pelas desigualdades x;, y;; € [0,1], i < j, i,j €
N, respectivamente.

Além das desigualdades que utilizamos para reforcar a relaxagdo continua de @I)-@7) e, por
conseguinte, as relaxa¢des continuas dos problemas definidos nos demais nés de nossa arvore de
enumeragdo, poderiamos também ter utilizado outras familias de desigualdades vélidas. No entanto,
nossos experimentos computacionais indicaram que o pre¢co computacional que teriamos que pagar
para fazé-lo, ndo se justificaria. Optamos entdo por reforcar nossas formulacdes, em cada né da
drvore de enumeracdo, utilizando apenas as desigualdades (9), as desigualdades de cover (13)), as
desigualdades extended e as desigualdades de lifting (19). Desigualdades violadas pertencentes
a tais familias sdo inseridas ao problema em maos apenas quando violadas pela solucdo corrente.
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Como visto na Secao [2] desigualdades de cover violadas sdo identificadas através da resolucdo
de um KP auxiliar. Podemos resolver este KP utilizando, dentre outras alternativas, Programagao
Dinamica [27] ou o préprio resolvedor Xpress Optimizer [|11]], por exemplo. O procedimento uti-
lizado para identificar desigualdades (13), e violadas é aquele descrito no Se¢do 2l De
acordo com nossos testes computacionais, utilizar o resolvedor Xpress Optimizer |[11]] para resolver
tais problemas de separac¢do se mostrou uma alternativa satisfatéria e é a que aqui empregamos.

5 Resultados Computacionais

As instancias utilizadas em nossos testes computacionais foram geradas aleatoriamente de acordo
com [5,[7,[8,[12,[20]. Tais instancias obdecem as regras de geracdo que descreveremos a seguir. O
simbolo % define a densidade da instancia, ou seja, o percentual de beneficios p;j, i < j, 4,5 € N
ndo-nulos. Cada peso w; € distribuido aleatoriamente em [1, 50] para cada j € N, enquanto o0s
beneficios p;;, ¢ < j, 4,j € N com densidade % sdo distribuidos aleatoriamente entre[1, 100]. A
capacidade c € distribuida aleatoriamente em [50, 3 7, wj].

Em nossos testes computacionais utilizamos uma maquina com a seguinte configuracdo: In-
tel(R) Core(TM)2 CPU 6400 @ 2.13GHz, 2 GB, gcc/g++ 4.6.3, SO Ubuntu. Utilizamos ainda o
resolvedor Xpress Optimizer, release 23.

As tabelas|[I] e 2] trazem os resultados referente ao algoritmo Branch-and-Cut descrito na Secdo
Ml onde comparamos entre si as desigualdades (9), cover, extender e lift adicionados como plano
de cortes, quando violadas, ao longo da arvore de Branch-and-Bound. Mostramos ainda resultados
referente a0 modelo (#I))-(@7) apenas, onde passamos 0 mesmo para o resolvedor Xpress Optimizer
e deixamos a resolucg@o a cargo do resolvedor, sem alterar parametros.

Nas tabelas [1] e [2| temos que a coluna n indica o tamanho do problema e % sua densidade,
a coluna xpress indica os resultados do modelo (#I)-({@7) passado para o resolvedor, enquanto as
colunas tridngulo, cover, extended e lifting indicam desigualdades do tridngulo, cover, extended e
de lifting respectivamente adicionas como plano de cortes, quando violadas ao modelo (41)-({@7),
em um algoritmo tipo Branch-and-Cut. Temos ainda que a coluna cut indica o niimero de cortes
inseridos ao longo da arvore de busca, a coluna no indica o nimeros de nds visitados na arvore
de busca do Branch-and-Cut e a coluna #(s) o tempo de execu¢do do Branch-and-Cut. Cada linha
refere-se a uma média de 10 instancias.

Tabela 1: Branch-and-Cut para o QKP, onde n € {20, ...,80}

xpress tridngulo cover extended lifting
n % no 1(s) cut no 1(s) cut no t(s) | cut no t(s) | cut no t(s)
25 9 0,4 204 7 0,8 7 7 0,3 4 6 0,3 5 6 0,5
20 50 14 0,5 164 10 0,8 10 11 0,7 6 8 0,5 6 8 0,7
75 21 0,6 117 15 0,7 20 14 0,9 6 11 0,7 4 8 0,9
100 25 0,5 136 20 0,8 16 20 1,0 4 8 0,6 4 8 0,9
25 33 3,6 1614 35 10,5 20 24 3,6 14 24 33 13 19 3,7
40 50 35 4.8 646 27 8,2 18 22 4,7 12 21 4,6 5 17 4,1
75 64 6,3 779 54 8,6 24 25 5,7 5 13 4,0 7 13 4,6
100 254 11,9 1968 205 15,5 116 181 143 13 40 9,2 14 31 8,1
25 29 10,9 4947 69 135,0 26 35 12,3 13 29 10,0 | 23 38 14,0
60 50 158 373 3751 120 133,6 67 104 37,0 30 85 29,6 26 82 35,6
75 312 62,4 4632 269 123,3 129 219 65,1 34 117 47,5 53 121 51,2
100 | 2366 233,2 | 18836 1796 370,6 799 1477 234,0 68 184 70,1 19 63 40,0
25 95 53,4 9000 103 881,6 51 47 39,5 56 74 53,2 27 56 45,6
30 50 115 86,3 8328 150 18449 66 89 88,3 25 75 78,2 23 57 77,8
75 | 2003 616,5 | 51688 1500  1266,9 671 1091 632,6 99 204 2099 58 135 163,8
100 | 6513 15924 | 49653 7914  2236,0 | 1462 2746 16052 20 89 1280 | 22 76 1493
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Tabela 2: Branch-and-Cut para o QKP, onde n € {100, 120}

xpress cover extended lifting

n % no t(s) cut no t(s) | cut no t(s) | cut no t(s)
25| 109 1327 35 38 752 | 31 46 83,6 | 20 36 73,7
50| 110 1953 8 114 2609 | 24 60 173,6 | 39 122 2777

100 75 | 310 3672 98 170 2864 | 97 213 4104 | 28 62 184,6
100 | 600 530,8 | 234 508 534,77 | 15 54 186,7 | 54 134 3372

25| 274  333,6 56 152 2524 | 17 99 1299 | 36 132 1981

120 50 | 482 6869 72 105 5583 | 25 62 3297 | 30 83 3784

75 | 1138 2453,0 | 1193 2351 3891,6 | 288 742 2099.4 | 57 123 8284
100 | 8656 7855,1 | 1510 2779 4158,6 | 13 61 4577 | 25 82 550,6

6 Conclusoes

Como indicado em nossa investigacdo, desigualdades vdlidas para o KP podem ser utilizadas
em um algoritmo Brach-and-Cut para o QKP. Isto € feito com o intuito de reduzir o nimero de nés
percorridos na drvore de enumeracdo do algoritmo Branch-and-Bound e, eventualmente, o tempo
total de CPU.

Em nossos testes computacionais observamos que o uso das desigualdades (9) se torna com-
putacionalmente caro, com o aumento da dimensao das instancias. Observamos ainda um elevado
nimero de nds sdo visitados nas arvore de enumeragao, quando utilizamos tais desigualdades. Por
sua vez, o uso das desigualdades de cover, extended e lifting se mostraram particularmente interes-
santes, em nossos testes computacionais, sobretudo as dltimas.

Realizamos ainda testes computacionais utilizando as desigualdades de cover, extended e lifting,
quadratizando-as. Entretanto, os resultados computacionais obtidos ndo se mostraram atraentes.
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