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RESUMO

Neste artigo, discutimos a estratégia de investimento de Index Tracking. Nosso objetivo é
solucionar um modelo de otimizagido de index tracking aplicando Algoritmos Genéticos (AG)
para formacdo de carteiras de nimero reduzido de ativos com baixo tempo computacional. O
indice adotado é o Ibovespa, entre Jan/2009 a Jul/2012. Os intervalos de rebalanceamento sdo
mensal, trimestral, semestral e anual. Estudos prévios permitiram verificar que, com otimizag¢ao
sem uso de heuristicas, o modelo proposto dificilmente pode ser solucionado para formacao de
carteiras de 20 ativos com tempo maximo de processamento de uma hora e gap médio das
solucdes abaixo de 10%. Neste artigo, usando Algoritmos Genéticos, formamos carteiras de 5 e
10 ativos com tempo de processamento em torno de 5 minutos, obtendo solugées com gap
médio estimado abaixo de 10%. E, com tempo um pouco maior, em torno de 8 minutos,
obtivemos solu¢des com gap médio abaixo de 5%.

PALAVARAS CHAVE: index track, otimizacao de carteiras, algoritmos genéticos.

Area principal: Gestdo Financeira.

ABSTRACT

In this paper, we discuss the implementation of an index tracking strategy. Our goal is to solve
index tracking problems with limited number of assets using Genetic Algorithms (AG). The
benchmark is the IBOVESPA index between jan/2009 and jul/2012. We chose four different
windows to rebalance the portfolio: monthly, quarterly, semiannual and annual. Previous works
have shown that, without using a heuristic approach, those problems could not be solved to
form portfolios with a constraint of 20 assets and one hour of computing time with average GAP
below 10%. In this study, we provide portfolios with 5 and 10 assets with computational time
under five minutes and average MIP GAP below 10%. Relaxing the computing time for 8
minutes, the average MIP Gap was on average below 5%.

KEYWORDS: index track, portfolio optimization, genetic algorithm.
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1. Introducao

A Teoria Moderna de Portfélio iniciou-se com Markowitz (1952), que propés um
modelo de média-variancia para sele¢do de carteiras de investimento. Pela literatura, podemos
verificar que ha basicamente dois tipos de fundos de investimentos: fundos de administracdo
ativa e de administracdo passiva (Roll, 1992; Beasley, Meade e Chang, 2003; Maringer e
Oyewumi, 2007).

Fundos ativos tém maior quantidade de operacbes de compra e venda de ativos e, por
consequéncia, maiores custos de transacdo. Ja fundos passivos baseiam-se na hipotese de
eficiéncia dos mercados proposta por Fama (1970); segundo esta hipo6tese, o rendimento do
mercado ndo seja ndo tende a ser superado por fundos ativos (Frino e Gallagher, 2001; Fama e
French, 2010). Fundos passivos tém gestdo menos flexivel, pois apresentam menor quantidade de
transagdes de compra e venda e, portanto, menores custos de transacao e gestao.

Fundos de index tracking (index funds, ou “fundos de indice” no Brasil) sdo um método
de fundo passivo que busca reproduzir o rendimento de um indice de mercado (por exemplo:
indice Ibovespa). Essa estratégia pode ser usada, por exemplo, para formacdo de um ETF (do
inglés, Exchange-Traded Fund — ativo que representa um fundo de indice, e que tem se
popularizado no Brasil nos ultimos anos — Borges, Eid Jr. e Yoshinaga, 2012) ou para reproducéo
de um indicador do mercado, como inflagdo (em vez de seguir um indice).

A primeira opgéo para formacdo de um index fund seria realizar uma réplica exata do
indice. Porém, essa estratégia tem a desvantagem de formar carteiras de grande quantidade de
ativos, tendo assim maior quantidade de transagdes e maiores custos (Barro e Canestrelli, 2009;
Canakgoz e Beasley, 2009). Assim, os modelos de index tracking comumente adotam a limitacéo
de quantidade de ativos na carteira, para reduzir custos de transacdo e de gestdo. Neste estudo,
adotamos um modelo de index tracking derivado de Gaivoronski, Krylov e van der Wijst (2005),
com restricdo do numero de ativos. Utilizamos estes autores como referéncia por ser um estudo
amplamente referenciado, apresentando diferentes abordagens para o problema de index tracking.

Assim, nosso foco é aplicar um modelo com objetivo de minimizar a diferenga entre
rendimento dos portfolios e do indice (minimizagdo do tracking error), com restricdo da
guantidade de ativos nas carteiras. Para isso, 0 erro de tracking de cada carteira corresponde a
diferenca entre o rendimento acumulado da carteira e o rendimento acumulado do indice em cada
intervalo de tempo fora da amostra.

Neste artigo, adotamos o indice Ibovespa como referéncia, para o periodo de Jan/2009 a
Jul/2012, aplicando essa abordagem de index tracking ao ambiente brasileiro. Com uma amostra
de 67 ativos, nosso objetivo é formar carteiras de 5 e 10 ativos com tempo computacional inferior
a 10 minutos e gap méaximo das solu¢des de 10% (em linha com os tempos de solugdo de
Beasley, Meade e Chang, 2003). Assim, este estudo trata-se de uma extensdo de Sant’Anna,
Filomena e Borenstein (2013), em que se verificou a impossibilidade de formar carteiras de 20
ativos (para essa amostra de dados) com tempo de otimizacgdo inferior a 1 hora e gap abaixo de
10%. Os periodos de rebalanceamento das carteiras séo 20, 60, 120 e 240 dias Uteis (basicamente,
rebalanceamento mensal, trimestral, semestral e anual).

Neste estudo, usamos o método de algoritmos genéticos para formacao de carteiras de
nimero reduzido de ativos com baixo tempo de processamento. A necessidade de se formar
portfélios menores justifica-se pelo entendimento de que, em situacBes reais de uma empresa,
decisfes sobre a gestdo da carteira precisam ser tomadas com agilidade. Situagdes como a
alteracdo da carteira virtual do indice, por exemplo, podem exigir rapidez na andlise para
atualizacdo do portfélio de index tracking. Além disso, em periodos de maior volatilidade do
mercado, pode ser preciso realizar diversos testes para a tomada de decisdo sobre o
rebalanceamento da carteira, para que se verifique, por exemplo, se € melhor que a nova carteira
de tracking tenha uma quantidade pequena de ativos, ou uma guantidade um pouco maior, com
base nas previsdes de erro de tracking futuro. No caso do mercado brasileiro, que possui maior

3718



X L\/[ SIMPOSI0 BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONAL 16 a 19
Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca Publica Setembro de 2014

Salvador/BA

volatilidade que mercados como 0 americano, torna-se importante essa capacidade de resolver a
otimizagdo com maior velocidade, principalmente em momentos de maior incerteza no mercado.

A escolha de algoritmos genéticos baseia-se nas boas soluces obtidas por Beasley,
Meade e Chang (2003), Oh, Kim e Min (2005) e Jeurissen e van den Berg (2008). Como
diferencial, analisamos a qualidade das solugdes através da verificagcdo dos gaps das respostas do
algoritmo, o que ndo ¢ feito de forma recorrente na literatura. Pelos resultados na secdo 4,
constatamos a qualidade da heuristica, com solucBes de gap médio inferior a 10% para tempo de
processamento em torno de 5 minutos, e gap médio inferior a 5% para tempo em torno de 8
minutos. Pelos gaps, notamos a tendéncia de se obter, respostas a0 menos proximas das respostas
Otimas.

Este artigo desenvolve-se da seguinte forma: na secdo 2, apresentamos uma breve
andlise da literatura contemporanea sobre index tracking; na secdo 3, descrevemos a metodologia;
na se¢do 4, demonstramos os principais resultados; e, na se¢do 5, tratamos das conclusfes do
estudo.

2. Revisdo Literaria

Na primeira subsecdo da revisdo literaria, apresentamos alguns exemplos de trabalhos
de index tracking com métodos de solucdo variados. E, na segunda subsecdo, apresentamos
alguns exemplos de estudos de index tracking com uso de algoritmos genéticos.

2.1. Otimizacao de Portfolios de Investimento de Index Track

O problema de index tracking é tratado, na literatura contemporénea, com diversos
métodos de solugdo como, por exemplo, uso de métodos heuristicos (Beasley, Meade e Chang,
2003; Oh, Kim e Min, 2005; Maringer e Oyewumi, 2007; Jeurissen e van den Berg, 2008;
Guastaroba e Speranza, 2012; Scozzari et al, 2012), uso de cointegracdo (Dunis e Ho, 2005;
Caldeira e Portugal, 2010) e uso de programacdo quadratica (Jansen e van Dijk, 2002; Coleman,
Li e Henniger, 2006).

Gaivoronski, Krylov e van der Wijst (2005) discutem diferentes abordagens de index
tracking, com restricdes para analise de risco do portfolio, rebalanceamento das carteiras e
restricdo de custos de transacdo. Estes autores verificam que o erro de tracking tende a ser menor
com uso de maiores intervalos de dados dentro da amostra, além de que o desempenho das
carteiras é influenciado pela quantidade de ativos da carteira e pela forma de realizagdo de
rebalanceamentos.

Dunis e Ho (2005) e Caldeira e Portugal (2010) utilizam cointegracdo para index
tracking, pois esse método incorpora “comovimentos” de longo prazo nos pre¢os dos ativos,
tendo assim a tendéncia de gerar carteiras mais estaveis, o que implica menos rebalanceamentos e
menores custos. Os melhores resultados foram obtidos para rebalanceamento trimestral.

Jansen e van Dijk (2002) e Coleman, Li e Henniger (2006) fazem uso de programacéo
quadratica para index tracking com reduzido numero de ativos, porém sem uso de restricdo
inteira para controlar o tamanho das carteiras; sendo assim, a defini¢do dos ativos de cada carteira
é feita de forma exodgena, antes da realizagcdo da otimiza¢do do modelo. Conforme os autores,
esse problema possui complexidade computacional NP-Hard, e o tempo de processamento é
elevado para formacéo de carteiras reduzidas.

Maringer e Oyewumi (2007) e Scozzari et al (2012) aplicam modelagens de
programacdo quadratica e inteira, com controle da quantidade de ativos. Para solugdo, ambos
usam heuristicas de evolucdo diferencial, principalmente devido ao uso de restri¢do inteira. Os
testes permitiram verificar a tendéncia de se obter menores erros de tracking com carteiras
maiores. Da mesma forma, Guastaroba e Speranza (2012) usam formulacéo linear e inteira e uma
heuristica de evolucdo diferencial chamada Kernel Search. Nos testes, foram utilizados oito
indices com amostras de até 2.151 ativos e formacdo de carteiras com no méximo 90 ativos;
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assim, nota-se novamente a necessidade de um metodo heuristico para formacdo de carteiras
reduzidas proporcionalmente ao tamanho da amostra.

2.2. Uso de Algoritmos Genéticos para Index Track

Pela revisdo realizada, foi possivel notar a relevancia de heuristicas evolucionérias e
algoritmos genéticos (AG) para index tracking, pois sdo métodos recorrentes na literatura.
Maringer e Oyewumi (2007) e Scozzari et al (2012) s&o exemplos de uso do método de evolugao
diferencial, e outros autores que usam AG sao Beasley, Meade e Chang (2003), Oh, Kim e Min
(2005) e Jeurissen e van den Berg (2008).

Beasley, Meade e Chang (2003) sdo uma das referéncias mais citadas sobre o assunto, e
apresentam uma formulacdo de index tracking com restricdo de quantidade de ativos, restricdo de
custos de transacdo e controle de rebalanceamento; para solucéo, desenvolvem um método de
“heuristica populacional”, considerando a complexidade do problema e a necessidade de se obter
respostas mais rapidas. Foram realizados testes com os indices Hang Seng (amostra de 31 ativos),
DAX (85 ativos), FTSE (89 ativos), S&P 100 (98 ativos) e Nikkei (225 ativos). O tempo médio
ficou em 6,7 minutos (sendo que o menor tempo foi 1,7 minutos e o maior foram 15,7 minutos).

Oh, Kim e Min (2005) desenvolveram um AG para index tracking separando o
algoritmo em duas partes. O primeiro passo do algoritmo trata de selecionar os ativos que
compdem o portfélio, com base em indicadores das empresas. Apds essa selecdo, é realizada a
minimiza¢do de uma fungdo objetivo utilizando como amostra apenas 0s ativos previamente
selecionados. A eficiéncia do AG é demonstrada via analise dos erros de tracking. Os tempos de
solucdo também sdo analisados, usando em média em torno de 10 minutos de processamento. A
rapidez na obtencdo das solugdes, combinada com os baixos valores de erro, demonstra a
eficiéncia do método.

Outro exemplo de uso de AG é Jeurissen e van den Berg (2008). Esses autores utilizam
os softwares Matlab (para codificagcdo do algoritmo, com uso de funcdo quadratica) e Microsoft
Excel. Os testes envolveram formar carteiras de 10 ativos com uma amostra de 25 ativos. Uma
das conclusdes é que, dependendo dos parametros adotados para 0 AG, o algoritmo tende a
encontrar a solucdo 6tima com até 23 geracdes no caso da amostra utilizada.

3. Metodologia

Para melhor demonstracdo da metodologia empregada, apresentamos na subsecdo 3.1 o
modelo de otimizacdo utilizado; na secdo 3.2, é explicada a base de dados; e, na sec¢do 3.3, é feita
a descricdo do método de aplicacdo da heuristica de algoritmos genéticos. Para desenvolvimento
do modelo, utilizamos a seguinte notag&o:

x; = variavel de peso do ativo i na carteira,sendo 0 < x; < 1;

z; = variavel binaria para cada ativo i;

1y = parametro:retorno do ativo i no momento de tempo t;

R; = parametro: retorno do indice no momento de tempo t;

t = momento de tempo (cada dia util com negociagio de ativos no mercado);
T = total de momentos de tempo;

N = quantidade de ativos da amostra;

K = quantidade limite de ativos na carteira;

9 = parametro: limite minimo de erro entre carteira e indice em cada t;

0 = parametro: limite maximo de erro entre carteira e indice em cada t;

3.1. Modelo de Otimizacgao

O modelo utilizado foi elaborado com base na funcdo objetivo descrita em Gaivoronski,
Krylov e van der Wijst (2005). Nesse modelo, temos duas varidveis de decisdo, x; e z;. A
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varidvel x; representa o peso de cada ativo i na carteira (ou seja, x representa a composicdo do
portfélio); e a variavel z; é binaria, com valor 1 se o ativo i € incluido na carteira, e valor O caso
contrério. A funcéo objetivo busca minimizar a variancia da diferenca entre retorno do portfélio e

do indice.
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As restrigdes (2) e (3) limitam a diferenca de rendimento entre carteira e indice a um
valor minimo e a um valor maximo para cada momento t (pardmetros 9 e 6). A restrigdo (4)
define que 100% do valor disponivel deve ser utilizado. As restrigdes (5) e (6), em conjunto,
definem o nimero maximo de ativos da carteira (parametro K). As restri¢cbes (7) e (8) definem,
respectivamente, que o valor de x; deve ser entre 0 e 1 e que z; é variavel binéria.

A base de dados é formada pelos retornos diérios do indice e dos ativos que compdem o
indice, conforme citado na se¢do seguinte. O retorno diario do indice Ibovespa, para cada dia t
(R;), € calculado com o valor médio do indice nos dias t e t — 1 (dia atual e dia anterior). E 0
retorno diério de cada ativo, em cada t (r;;), é calculado com o preco médio do ativoemte t —
1.

indice_médio; preco_médio;

indice_médio;_, preco_médio; ;4

t Tit

3.2. Base de Dados e Descricdo do Problema

A amostra é formada pelos 67 ativos componentes do indice Ibovespa no periodo de
maio/2012 a agosto/2012 — sendo que o indice possui 69 ativos; porém, dois foram retirados por
falta de dados (ativos excluidos: ALLL3 e OIBR3).

Nos testes, adotamos T = 150 (periodo dentro da amostra, ou amostra in-sample), o
que corresponde a um intervalo de sete a oito meses; assim, seguimos a recomendacgdo de
Gaivoronski, Krylov e van der Wijst (2005), sobre uso de amostras in-sample mais longas para
formar carteiras mais estaveis. Cada carteira formada é projetada sobre os retornos de n periodos
de tempo subsequentes; nessas projecdes, adotamos n igual a 20, 60, 120 e 240 (rebalanceamento
mensal, trimestral, semestral e anual). Assim, para formar a primeira carteira para n = 60, por
exemplo, usamos os dados no intervalo 1 < t < 150, e o portfolio é projetado sobre o periodo
fora da amostra em 150 < t < 210. A segunda carteira sera formada com dados de 61 <t <
210, e o portfolio é projetado no periodo fora da amostra em 210 <t < 270, e assim
sucessivamente. S8o formadas, no total, 36 carteiras para n = 20, 12 para n = 60, 6 para
n = 120 e 3 paran = 240.
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3.3. Adaptagao do Método de Algoritmos Genéticos ao Problema de Index Track

Na aplicacdo do AG, temos uma populagdo de individuos (ou cromossomos) que S&o

possiveis solu¢des do modelo. Um valor de aptiddo (ou fitness) € atribuido & cada individuo. Para
solucdo, sdo executadas diversas fases de evolucdo (geracdes), em que os individuos sofrem
cruzamentos e mutagdes para geracdo de novos individuos, e os individuos de maior aptiddo séo
mantidos na populacdo e carregados para a fase de evolugdo seguinte — aplicando-se, assim, 0
conceito de elitismo. Na adaptacdo do AG, usamos as seguintes defini¢oes:

Populacdo (Num_Popul): conjunto de P individuos;
Individuo: vetor binario de 67 posi¢Oes que representam a variavel z;, Vi = 1,2,...67. Para

formacdo de carteiras de 5 ativos, teremos cinco posicGes iguais a 1; e, para carteiras de 10
ativos, teremos dez posicoes iguais a 1;

Fase de evolugdo (Num_Evol): cada ciclo em que os P individuos sofrem cruzamentos e
mutacdes para formacdo de novos individuos;

Cruzamento (ou crossover): dois individuos sdo alterados para formagdo de dois novos
individuos, conforme figura 1 abaixo (trata-se da mesma forma de cruzamento usada, por
exemplo, por Jeurissen e van den Berg, 2008). Para isso, uma posi¢do de corte € definida
aleatoriamente. Assim, a partir de dois individuos 1 e 2, sdo formados um individuo 3, com
um pedaco inicial do individuo 1 e um pedaco final do individuo 2 (linha tracejada), e um
individuo 4, com parte inicial do individuo 2 e parte final do individuo 1;

P

Iy Ix Iz Iy Ig Ig Iy | Iz Iy Iypn -+ Zgg Igp Igy
Individue1| 1 1 1 ©o @ o oo 0 o .. 1 1 o]
Individuo2| 0 0 © 1 1 o oo 6 "1 1. 70 6 11}
ndividuo3| 1 1 1 ¢ o 0 olf0o 0 1 .. 0 0 11
Individweal 0 0 0o 1 1 0 0ofJlo o o .. 1 1 o]

Figura 1: representacdo de um cruzamento. Fonte: elaborado pelos autores.

Mutagdo (Num_Mut): processo em que cada individuo tem uma posicao alterada de 0 para 1,
e uma posicdo alterada de 1 para 0. As posicdes de alteracdo s@o definidas de forma
aleatéria. A mutacdo pode ainda ser “dupla”, ou seja, alteragdo de quatro genes, e ndo de
apenas dois. O parametro Num_Mut sera igual a 1 para mutacao “simples” (alteracéo de duas
posicBes), e 2 para mutagdo “dupla” (alteracdo de quatro posi¢es);

Taxa de ocorréncia de cruzamentos (Taxa_Crossover): probabilidade de que cada dois
individuos selecionados sofram cruzamento entre si. Adotamos essa taxa como 100% em
todos os casos, garantindo a geragdo de uma quantidade maior de novos individuos;

Taxa de ocorréncia de mutacBes (Taxa_Mut): probabilidade de que os individuos sofram
mutag&o;

Aptiddo (fitness) de cada individuo: corresponde ao resultado da funcdo objetivo desse
individuo. Como estamos utilizando um problema de minimizacdo, os melhores valores de
aptidao correspondem aos valores mais proximos de zero. Quanto menor for o valor de
aptiddo, melhor é o individuo. Os valores de aptiddo sdo obtidos conforme explicado a
seguir no fluxo de execucdo do algoritmo.

A metaheuristica foi aplicada através da execucdo de diversas fases de evolugédo

(geracdes). Cada geracéo é formada conforme descrito abaixo e demonstrado na figura 2.
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Funcio 11 10 0s
i l; Fungdo de e Otimizag3o -
Principal Rebroducio Aptiddo Colex
(Inicio) 01 procus 07 08 P
DZ/ \DE
Andlisee |e 03
- Fungdo de 05 Fungdo de
Corregdo de .
L Cruzamento Mutacdo
Individuos 04

Figura 2: fluxo resumido de cada fase de evolugdo. Fonte: elaborado pelos autores.

1° Funcdo Principal (Inicio): recebe uma populacdo inicial de P individuos e envia esta
populagéo para a Fungéo de Reproducgéo;

2°. Funcdo de Reproducdo: recebe a populacdo de P individuos e forma todas as possiveis
combinacdes dois a dois desses individuos. Cada par de individuos é enviado para Funcéo de
Cruzamento para sofrer crossover. Dois novos individuos sdo gerados e enviados para
Funcdo de Anélise e Correcdo para conferéncia de que possuem a quantidade correta de
ativos (5 ou 10 ativos). Caso a quantidade esteja incorreta, o ajuste é feito alterando-se
posicBes aleatoriamente (por exemplo, na formacdo de carteiras de 5 ativos: se o vetor tiver
seis posigdes iguais a 1, uma dessas posicdes sera selecionada aleatoriamente e alterada para
0, para que a carteira fiqgue com 5 ativos);

3° Funcdo de Mutacdo: recebe cada individuo formado por crossover e 0 submete a mutacéo
(com uma determinada taxa de probabilidade). Assim, ap0s execugdo de todos o0s
cruzamentos e mutagdes, a partir de uma populagdo inicial de P individuos, tem-se um total
de 2C¥ + P individuos (individuos iniciais mais os novos individuos gerados);

4°. Funcio de Aptiddo: recebe os 2% + P individuos da Fungio de Reproducéo e realiza
otimizacdo de cada um desses individuos, para definicdo dos pesos dos ativos em cada
carteira (definicdo de x;). Para isso, em cada otimizacdo, o Cplex recebe os valores de z;
(vetor binario que representa cada individuo) como pardmetros, e ndo como variaveis —
assim, a restri¢do inteira é eliminada, e o Cplex determinara apenas o peso de cada ativo (x;)
em cada carteira. Dessa forma, para cada individuo, tem-se um resultado da funcéo objetivo,
correspondente ao seu valor de aptid&o;

5°. Os individuos sdo retornados para a Fungdo de Reproducdo e ordenados para formar uma
nova populacdo com os P melhores individuos. Assim, inicia-se a formagdo de uma nova
geracao.

4. Resultados

Para realizacdo dos testes, foi utilizado um computador Intel® Core™ i7-3770 @
3.40GHz e 8GB RAM, linguagem de programacdo C++ e solver IBM ILOG Cplex®. O Cplex
foi adotado por ser um dos pacotes de otimizacdo mais utilizados comercialmente.

Na subsecdo 4.1, apresentamos o0s resultados obtidos com a heuristica. Na subsecéo 4.2,
verificamos a qualidade das solu¢des em termos de gap. E, na subsecdo 4.3, realizamos uma
breve comparacdo dos resultados com outros autores.

4.1. Resultados

Nosso objetivo, com a metaheuristica, € formar carteiras de 5 e 10 ativos, considerando
a amostra adotada de 67 ativos. Com base na literatura (principalmente Beasley, Meade e Chang,
2003; e Oh, Kim e Min, 2005), definimos inicialmente o tempo de execucdo do algoritmo em
torno de 5 minutos, com a expectativa de obter respostas com gap médio inferior a 10%.
Posteriormente, esse tempo foi elevado para em torno de 8 minutos.

Foram realizados quatro testes com alteragdes de pardmetros (Teste Inicial e Testes 1, 2
e 3), conforme tabela 1. Os pardmetros Num_Popul e Num_Evol foram definidos de forma que o
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Teste Inicial tivesse tempo de execucdo em torno de 5 minutos (especificamente, tempo entre
430" ¢ 5’30°"). Nos Testes 1 e 2, esses dois pardmetros foram alterados conjuntamente de forma
que o tempo de execugdo se mantivesse em 5 minutos; ja no Teste 3, o parametro Num_Popul
voltou a receber o valor do Teste Inicial, e o parametro Num_Evol foi incrementado para termos
tempo de execu¢do um pouco maior, em torno de 8 minutos. Os parametros Tax_Mut e Num_Mut
foram definidos aleatoriamente no Teste Inicial, e depois alterados nos demais testes, sendo
incrementados nos Testes 1 e 2 para formar carteiras de maior diversidade. O parametro
Taxa_Crossover € mantido sempre em 100%. Os pardmetros 9 e 8 foram definidos de forma que
fossem iguais em maodulo, alterando-se apenas o sinal, para formar o menor intervalo possivel
entre eles. Os valores foram mantidos em ¥ = —0,01 e 8 = 0,01 (ou seja, 1% em mddulo) pois,
para um intervalo menor do que este entre os parametros, algumas carteiras ndo tiveram solugéo.

Tabela 1: descrigdo dos parametros dos testes realizados.
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Tamanho da Carteira 05 Ativos 10 Ativos
Num_Popul 20 20
0, ()
N Tempolde execlicio: Taxa_Crossover 100% 100%
Teste Inicial S minutos Taxa_Mut 85% 85%
Num_Mut 1 1
Num_Evol 30 25
Num_Popul 15 15
Tempo.de execucio: Taxa_Crossover 100% 100%
Teste 1 S minutos * | Taxa_Mut 85% 85%
Num_Mut 1 1
Num_Evol 35 30
Num_Popul 10 10
0 Taxa_Crossover 100% 100%
Tempo de execucdo: -
Teste 2 p5 minu’;os“c Taxa_Mut 90% 90%
Num_Mut 2 2
Num_Evol 50 45
Num_Popul 20 20
0, ()
Tempolde execlicio: Taxa_Crossover 100% 100%
Teste 3 3 minutos Taxa_Mut 80% 80%
Num_Mut 1 1
Num_Evol 50 45

Fonte: elaborado pelos autores.

A tabela 2 a seguir demonstra os resultados do Teste Inicial em termos de erro de
tracking e de turnover mensal das carteiras. Conforme esperado, 0 erro médio aumenta na
medida em que o intervalo de rebalanceamento é maior, e o turnover mensal médio diminui. Isso
evidencia o trade-off entre melhor desempenho das carteiras (erro de tracking) e menores custos
(turnover mensal). Ou seja, quanto maior for o intervalo de atualizagdo dos portfélios, 0s custos
tendem a ser menores; porém, como consequéncia, os erros de tracking tendem a aumentar.

Tabela 2: Resultados do Teste Inicial para carteiras de 5 e 10 ativos.

Carteiras de 10 Ativos — Teste Inicial Carteiras de 05 Ativos — Teste Inicial
Intervalo fora 20 60 120 240 20 60 120 240
da amostra
Erro de Tracking
Média 0,345% 0,464% 1,580% 4,760% 0,370% 1,210% 2,017% 2,161%
Minimo -2,420% | -2,693%| -1,795% 3,501% | -3,725%| -4,280% | -1,680%| -1,815%
Maximo 3,148% 5,106% 5,701% 5,684% 3,246% 7,389% 7,024% 9,716%

Desvio-padrdo 1,262% | 2,250%| 2,986% | 1,130% | 1,772%| 3,459%| 3,367%| 6,545%

Turnover Mensal

Média 36,142% | 13,126%| 7,728%| 4,141% | 34,185%| 15,598% | 8,862% | 4,650%
Minimo 7,982%| 6,181%| 4,298% | 3,578%| 1,241%| 3,878%| 6,040%| 3,384%
Maximo 81,263% | 20,067%| 9,566% | 4,783% | 78,719%| 27,661% | 13,146%| 5,706%

Desvio-padrdo | 16,006% | 5,587%| 1,912%| 0,607%| 20,699%| 7,859% | 2,489% | 1,175%
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Fonte: elaborado pelos autores.

Como ilustracéo, a figura 3 apresenta a projecdo das carteiras de 5 e 10 ativos (com
resultados do Teste Inicial) para intervalo fora da amostra de 120 dias Uteis (rebalanceamento
semestral). Podemos notar a proximidade das curvas das carteiras em relagdo ao indice, sendo
que o portfélio de 10 ativos mantém-se mais proximo (em conformidade com o que se nota na
tabela 2, para intervalo de 120 periodos: erro médio de tracking e desvio-padrdo menores para
carteiras de 10 ativos do que para 5 ativos).
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Projeciodas carteiras dos Tesles Iniciais para rebalanceamento Semestral

R$ 140
RE 130
R§120
R§110
RE 100
R$90
R$ 80

—Ihovespa ——10 Ativos --- 05 Ativos

Figura 3: projecdo das carteiras para rebalanceamento semestral. Fonte: elaborado pelos autores.

4.2. Verificacdo do Gap dos Resultados

A fim de analisar a qualidade das solu¢Bes do algoritmo, optamos por verificar o gap
destas solucdes. Para isso, adotamos o intervalo de rebalanceamento de 20 periodos, em que
formamos um total de 36 carteiras, ja que podemos formar uma quantidade maior de carteiras
para este intervalo do que para 0s outros intervalos testados.

Para verificacdo do gap, selecionamos aleatoriamente um tergo destas 36 carteiras, 0
que corresponde a 12 carteiras. E, para as 12 carteiras selecionadas (para 5 e 10 ativos), foi
executada otimizacdo com o solver Cplex (sem uso de heuristica) para se obter as respostas
Otimas (ou seja, respostas com gap de 0%). Devido ao alto tempo de otimizacdo necessario para
se obter as solugdes 6timas, optamos por fazer essa verificacdo por “amostragem”, escolhendo 12
carteiras (pois o tempo de processamento para obtencdo de cada uma das respostas 6timas ficou,
em média, em torno de 5 horas). Com as respostas 6timas, foi calculado o gap das solucfes do
AG para essas 12 carteiras, sendo que gap = (FO,;/F0p) — 1, FO4; € o resultado da fungdo
objetivo do AG e FO,, ¢ o resultado da funcdo objetivo da resposta 6tima.

A tabela 3 demonstra os resultados de gap para cada um dos quatro testes realizados.
Dessa forma, podemos constatar que, logo nos Testes Iniciais, as respostas do AG sdo
razoavelmente boas para as carteiras de 10 ativos e, principalmente, muito boas para 5 ativos.

No caso de 10 ativos, temos gaps mais elevados; porém, o valor médio permanece em
7,68%, abaixo de 10%, com gap minimo de apenas 3%, sendo que o gap ficou acima de 10%
para apenas 2 das 12 carteiras testadas (gap méximo de 17,58%). No caso de carteiras de 5
ativos, obtivemos gap médio de apenas 2,44%; além disso, o algoritmo forneceu solugdo 6tima
em 7 dos 12 casos testados. Embora o gap maximo seja de 15,1%, trata-se de apenas uma carteira
que teve gap acima de 10%. Portanto, podemos considerar que os resultados do algoritmo séo
bastante satisfatérios (pois estamos obtendo respostas ao menos proximas das respostas étimas
com tempo computacional em torno de 5 minutos para problemas gque necessitam diversas horas
de processamento para obtengdo das solugdes Gtimas sem uso de heuristicas).

Para carteiras de 5 ativos, vemos nos Testes 1 e 2 que as alteracGes nos parametros nao
influenciaram significativamente as solugfes do algoritmo. Para carteiras de 5 ativos, os valores
de gap médio, maximo e desvio-padrdo aumentam nos Testes 1 e 2, 0 que tende a implicar
maiores erros de tracking. Assim, notamos uma vantagem nas solucfes do Teste Inicial, o que
sugere que o uso de uma populacdo maior tende a gerar melhores resultados. No Teste 3, 0 tempo
é aumentado para em torno de 8 minutos. E, com esse pequeno aumento de tempo, para 5 ativos,
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verificamos uma melhora consideravel das solugdes. O gap médio diminuiu para apenas 1,05%,
com gap méaximo abaixo de 5%, sendo que a solucdo 6tima foi obtida em 8 das 12 carteiras
testadas.

Para carteiras de 10 ativos, o gap médio oscila em diferentes sentidos nos Testes 1 e 2;
no Teste 1, 0 gap médio aumenta em relacdo ao Teste Inicial; e no Teste 2, 0 gap médio diminui.
Porém, houve aumento do desvio-padrdo dos erros. Assim, concluimos que essas alteracdes de
pardametros ndo influenciam significativamente os resultados do algoritmo. J4 no Teste 3, com
tempo em torno de 8 minutos, vemos novamente melhora na qualidade das solucBes. O gap
médio é de apenas 3,77%, com gap maximo abaixo de 10%; ou seja, todas as 12 carteiras geradas
apresentam gap abaixo de 10%, além de o algoritmo ter fornecido solucéo 6tima para 1 das 12
carteiras testadas. Assim, vemos novamente que um pequeno aumento no tempo de
processamento € suficiente para causar um impacto consideravel nas solugdes.

Tabela 3: Valores de gap para carteiras de 5 e 10 ativos (para rebalanceamento mensal).
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Gap para Carteiras de 10 Ativos Gap para Carteiras de 5 Ativos
Testes I;i?;ﬁl) Teste 1? | Teste 2% | Teste 3 Ir;I—iiiS;I%) Teste 1 | Teste 2 | Teste 3®
Média 7,68% 7,95% 6,61% 3,78% 2,44% 4,02% 4,70% 1,05%
Minimo 3,05% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%
Maximo 17,58% 19,71% 17,02% 7,86% 15,13% 23,02% 15,66% 4,73%
Desvio-padrao 4,05% 5,63% 6,45% 2,21% 4,44% 6,72% 6,34% 1,69%

WTeste Inicial: algoritmo forneceu gap acima de 10% para 2 das 12 carteiras testadas.
@Teste 1: algoritmo forneceu solucéo 6tima para 1 das 12 carteiras testadas. Para 4 carteiras, o gap ficou
acima de 10%.

®Teste 2: algoritmo forneceu solucéo 6tima para 2 das 12 carteiras testadas. Para 3 carteiras, o gap ficou
acima de 10%.

“Teste 3: algoritmo forneceu solucdo 6tima para 1 das 12 carteiras testadas.

®)Teste Inicial: algoritmo forneceu solugdo 6tima para 7 das 12 carteiras testadas; e 1 carteira ficou com
gap acima de 10%.

©Teste 1: algoritmo forneceu solucéo 6tima para 6 das 12 carteiras testadas. Para 2 carteiras, o gap ficou
acima de 10%.

(Teste 2: algoritmo forneceu solucéo 6tima para 7 das 12 carteiras testadas. Para 3 carteiras, o gap ficou
acima de 10%.

®Teste 3: algoritmo forneceu solucdo étima para 8 das 12 carteiras testadas.
Fonte: elaborado pelos autores.

Como conclusdo, verificamos que o algoritmo cumpre os objetivos propostos. Com a
heuristica, foi possivel formar carteiras com nimero reduzido de ativos com tempo baixo de
processamento e valores médios de gap abaixo de 10%; e, com tempo um pouco maior, em torno
de 8 minutos, obtivemos gap médio abaixo de 5%, sendo 8 minutos um tempo baixo se
considerarmos que situacOes reais exigiriam a execucdo do algoritmo por diversas vezes em
apenas um dia, a fim de se testar diferentes cenarios antes da definicdo da nova carteira,
especialmente em situacdes de movimentos bruscos do mercado. Dessa forma, podemos ter um
alto grau de confianca de que estamos obtendo solugfes, ao menos, bastante proximas das
solugBes Otimas.

4.3. Comparac¢ao com Outros Autores

Pela analise da literatura, ndo foram localizados estudos que usaram a mesma base de
dados deste artigo (utilizando o indice Ibovespa como referéncia). Assim, a comparacdo com
resultados de outros autores torna-se um pouco mais dificil. Apesar disso, realizamos uma breve
comparacdo com Beasley, Meade e Chang (2003) e Guastaroba e Speranza (2012) — pois estes
dois estudos utilizaram, entre si, 0s mesmos indices de referéncia e bases de dados iguais.

A tabela 4 demonstra de forma sucinta os resultados destes dois estudos e os resultados
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gue obtivemos para o indice Ibovespa. Para fazer a comparagdo, usamos os valores de erro de
tracking para cada tipo de carteira formada (5 e 10 ativos) e o respectivo valor de Percentual. O
calculo do erro de tracking (TE), neste caso, corresponde a diferenca entre a soma dos quadrados
dos desvios dos retornos de cada carteira em relacdo ao indice (considerando os retornos diarios
do intervalo fora da amostra). O valor de Percentual é obtido pela formula (TE /Desv_R;) * 100,
sendo Desv_R; 0 desvio padrdo dos retornos diarios do indice no intervalo fora da amostra. No
caso dos “Resultados para Indice Ibovespa”, utilizamos os resultados das carteiras com
rebalanceamento semestral (com resultados do Teste Inicial do AG); considerando que, com esse
rebalanceamento, podemos formar um total de 6 carteiras, os valores de erro de tracking e de
Percentual correspondem a média do erro e média do Percentual dessas 6 carteiras. Para fazermos
essa comparacao, tomamos como referéncia a relacdo C/N, em que C é o tamanho das carteiras e
N é o tamanho das amostras.

Assim, podemos perceber inicialmente que o erro para o indice lbovespa aumenta
consideravelmente de 10 para 5 ativos. Para 10 ativos, podemos comparar os resultados do
Ibovespa com os resultados de Beasley, Meade e Chang (2003) e Guastaroba e Speranza (2012)
para carteiras de relacdo C/N = 0,12. Nesse caso, temos erro de tracking menor e um percentual
um pouco reduzido, o que sugere que a volatilidade do Ibovespa € superior a volatilidade do
indice usado por Beasley, Meade e Chang (2003) e Guastaroba e Speranza (2012).

J& no caso de carteiras de 5 ativos, poderiamos comparar os resultados do Ibovespa com
o0s resultados de Beasley, Meade e Chang (2003) e Guastaroba e Speranza (2012) para carteiras
com C/N = 0,10. Nesse ponto, notamos um erro de tracking bastante elevado para o Ibovespa, e
por consequéncia alto percentual. Considerando que a analise de gap das solug¢bes do algoritmo
nos sugere que essas solugdes estdo ao menos préximas das respostas 6timas, podemos concluir
sobre a impossibilidade de se realizar o tracking do Ibovespa com carteiras de apenas 5 ativos (ao
menos no caso de periodos maiores de rebalanceamento).

Em suma, conforme citado anteriormente, o uso de uma diferente base de dados torna
essa comparagdo um pouco dificil de ser feita. Apesar disso, foi possivel constatar que 0s
resultados obtidos para o Ibovespa estdo, a0 menos, proximos aos de outros autores,
especialmente para carteiras de 10 ativos.

Tabela 4: Comparacdo com Beasley, Meade e Chang (2003) e Guastaroba e Speranza (2012).
Beasley, Meade e Chang (2003)
N* C** C/N***  Tracking error Percentual

85 10 0,12 0,2049% 10,091
98 10 0,10 0,1032% 6,805
225 10 0,04 0,0821% 2,890

Guastaroba e Speranza (2012)
N C C/N Tracking error Percentual

85 10 0,12 0,2048% 10,090
98 10 0,10 0,1032% 6,805
225 10 0,04 0,0821% 2,890

Resultados para indice Ibovespa
N C C/N Tracking error Percentual
67 10 0,15 0,0176% 3,241
67 5 0,07 0,1913% 13,719
*N = Tamanho da amostra; **C = Tamanho da carteira;
***C/N = Relacdo entre carteira e amostra.
Fonte: elaborado pelos autores.

5. Conclusoes

Neste estudo, aplicamos ao mercado brasileiro um modelo de index tracking com
controle do nimero de ativos. Considerando a forte restricdo na quantidade de ativos para
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formacdo das carteiras, usamos 0 método de algoritmos genéticos, pois o problema possui alta
complexidade computacional e ndo pode ser resolvido em poucos minutos sem uso de
heuristicas.

Com aplicagdo da metaheuristica, foram atingidos os objetivos centrais de se formar
carteiras de 5 e 10 ativos com gap das solucgdes abaixo de 10% e tempo de processamento em
torno de 5 minutos. E, a0 aumentarmos esse tempo para em torno de 8 minutos, tornou-se
possivel obter respostas com gap médio abaixo de 5% tanto para carteiras de 5 ativos quanto para
10 ativos, obtendo-se assim um forte indicativo de que o algoritmo forneceu solucbes de boa
qualidade.

Por fim, comparagdes dos resultados com outros autores, especificamente Beasley,
Meade e Chang (2003) e Guastaroba e Speranza (2012), demonstraram que nossa aplicagdo de
index tracking para o mercado brasileiro forneceu solugdes similares as aplicagBes para outros
mercados, especialmente para formagdo de carteiras de 10 ativos (sendo necessério considerar a
certa superficialidade existente nessa comparacéo, dado o uso de diferentes amostras de dados).
Ja no caso de carteiras de 5 ativos, obtivemos solu¢fes de erro bastante alto se comparado com
carteiras similares em Beasley, Meade e Chang (2003) e Guastaroba e Speranza (2012); porém,
dado o baixo gap dessas solugbes, podemos concluir que realizar o tracking do Ibovespa com
apenas 5 ativos ndo é possivel (a0 menos para periodos maiores de rebalanceamento).

Como sugestdes de estudos futuros, seria indicado basicamente a aplicacdo desta
heuristica com amostras de dados de maior quantidade de ativos, para que assim seja possivel
realizar comparagdes diretas com outros autores. Além disso, poderiam ser incluidas mais
restricbes no modelo, para controle de turnover e de pesos minimo e maximo dos ativos, € novas
execucdes da heuristica com maior variagdo dos parametros.
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