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Area Principal: OC, TAG

1. Resumo

O conceito de Largura em Arvore (“treewidth™) foi introduzido por Robertson and Sey-
mour [2, 3].

Resultados demonstram que varios problemas NP-Completos podem ser resolvido em
tempo polinomial quando restritos a grafos com largura em arvore limitada [5, 6, 7].

Uma formulagdo linear do problema pode oferecer bons limites inferiores e o estudo facial
do poliedro pode ser utilizado para exibir facetas e gerar algoritmos de separagdo para o problema.
2. Introducao

Determinar a largura em arvore de um grafo arbitrario € um problema NP-Dificil [8],
assim o que podemos esperar € obter bons limites. Obter limites superiores € relativamente simples,
por exemplo, escolhendo uma triangulag@o para G e avaliando w((), entretanto obter bons limites
inferiores vem sendo uma tarefa mais desafiadora.

Determinar bons limites inferiores para largura em arvore de um grafo tem diversas
aplicacdes como:

e Bons limites inferiores podem ser usado como subrotinas para algoritmos de Branch-And-
Bound.

e Na resolucdo de problemas combinatérios, um limite inferior alto para largura em arvore
pode indicar a inviabilidade no tempo de computacdo utilizando DEA.

e Limites inferiores podem indicar a qualidade de limites superiores por um “gap” reduzido.
Nesse artigo inicial nés pretendemos:

o Exibir alguns fundamentos tedricos e um panorama do estado-da-arte sobre o problema de
determinar a largura em 4rvore de grafos.

e Apresentar uma formulacdo inteira para o problema.

e Determinar a dimenséao do poliedro associado a nossa formulacéo e realizar um estudo inicial
sobre as facetas desse poliedro.
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3. Fundamentacio Tedrica

3.1. Definicoes )

Definiciio 1 (Decomposi¢do em Arvore). Um par (X = {X; | i € I},T = (I, F)) é chamado
Decomposicio Em Arvore(DEA) para um grafo G = (V, E), onde {X; | i € I} é uma familia de
subconjuntos de V/, e T'uma arvore com conjuntos de nés I e arestas F’ tal que:

L UX;=V.
el

2. Vuwwe E,Fi el :uveX;
3. Vi,j,k € I : j estd no caminho de ¢ para k em T, temos X; N X}, C Xj.

Defini¢ao 2 (Largura em drvore). A largura em drvore de uma decomposi¢io D = ({X; | i €
I}, T = (I,F)) para G = (V, E) é definida como twp(G) := majx{\Xi] — 1} e a largura em
1€

arvore de G € a largura minima dentre todas as decomposi¢des em arvore possiveis para GG, logo
temos, tw(G) := min{twp(G) | D uma DEA de G}

Definicao 3 (Grafo Cordal). Um grafo € cordal se, e somente se, ndo contém qualquer ciclo indu-
zido C), com k > 4.

Defini¢do 4 (Cordaliza¢do). Um grafo H = (V, E’) é uma cordaliza¢do de um grafo G = (V, E)
se G é subgrafo gerador de H e H é cordal. E’ \ F é dito uma triangulagdo de G.

Definicao 5 (Menor). Um menor de G € um grafo H, obtido por operagdes de: eliminagio de
vértices e/ou arestas e contracdes de arestas.

3.2. Propriedades
Proposicao 1. Seja H um menor de G, entdo tw(H) < tw(G)

Proposicao 2. Sejam G um grafo e H uma cordalizagdo de G, entdo tw(G) < tw(H) = w(H)—1.

Proposicao 3. Encontrar uma decomposicdo em drvore minima de um grafo G é equivalente a
encontrar uma cordalizagcdo H de G que minimiza w(H).

Proposicao 4. Seja G = (V, E) um grafo e m uma ordem total sobre V, o conjunto

E = <U{vwlv,w€N;(u)}> \ F

ueV
é uma triangulagdo para G. Definimos G, = (V, E, = E' U E), e temos
tw(Gr) = N7
w(Cr) = max | N; (o)
Proposicao 5. Seja G um grafo, temos

tw(G) = min{max{| N, | : # uma ordem total de V(G)}}

3.3. Limites Inferiores

3.3.1. Baseados no grau de vértices
Proposicao 6 (Limites elementares). Seja §; o i-ésimo menor grau de G e

V| -1, se G é completo
Vr(G) = min, ey max{d(v),d(w)}, c.c.
vwg¢E

como definido por Ramachandramurthi em [11], temos que
61(G) < 62(G) < r(G) < tw(G)

Proposicio 7 (Tomando menores). Vamos denotar por §;C(G) o mdximo 6;(H) e vyrC(G), o
mdximo de yYr(H ), onde H é menor de G.

51C(G) < 5,C(G) < vrC(G) < tw(G).

3893



' x L\/[ SIMPésI0 BRASILEIRO DE PESRUISA OPERACIONAL 16 a 19
Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca PUblica Setembro de 2014

Salvador/BA

3.3.2. Maximum Cardinality Search (MCS)

Pode ser utilizado como heuristica para limite superiores de G e pode ser utilizado também
para gerar limites inferiores como mostrado por Lucena [9]. O algoritmo gera uma ordem 7. Uma
MCS-ordem € uma ordenacio que pode ser gerada pelo algorithm MCS.

Teorema 1. (Lucena) Para qualquer grafo G = (V, E) e qualquer MCS-ordem 7 de G,
tw(G) > MCSLB(G,n) = ma‘3<|{wv € E|nm(w) <m(v)}
veE

3.3.3. Grafos Melhorados
A técnica de grafos melhorados trata-se da adi¢@o de arestas em um grafo G de forma que

ndo modifique sua largura em drvore, mas melhore os limites inferiores obtidos sobre G por meio
de outras técnicas.

Lema 1. Seja G = (V, E) um grafo com tw(G) < k. Sejam u,v € G,uv ¢ E e existam pelo
menos k + 1 caminhos disjuntos de v a v. Entdo para G' = (V, E U {uv}), temos tw(G") < k

Lema 2. Seja G = (V, E) um grafo com tw(G) < k. Sejam u,v € G,uv ¢ E e existam pelo
menos k + 1 vértices adjacentes a u e v. Entdo para G' = (V, E U {uv}), temos tw(G') < k

Considerando o procedimento de adicionar essas arestas até que nio haja mais pares de
vértices que satisfacam (Lema 1) e (Lema 2) para um grafo G e inteiro k, temos entdo respectiva-
mente os grafos (k + 1) caminho-melhorado e (k + 1) vizinho melhorado.

Teorema 2. Seja G, o (k+1) vizinho melhorado de G = (V, E) e G, 0 (k+1) caminho-melhorado
de G. Entdo tw(G) < k <= tw(Gy) <k <= tw(Gp) < k.

4. Formulacao Inteira por Ordem de Eliminacao para tw(G)
A formulagdo por ordem de eliminag@o considera um ordem total sobre V' (G) e um super-

grafo G, = (V, E;;). Procuramos uma ordem 7* que minimize w(G ;) dentre todas as ordens totais.
A ordem 7* determina a triangulagdo 6tima para G, ou equivalentemente, determina a largura em
arvore de G.

Temos dois tipos de varidveis. As varidveis em z indicam a ordem 7 e as varidveis em x
indicam as arestas de G.

Seja o problema inteiro L Prop(G) definido abaixo com o seu correspondente conjunto

viavel P:

[ 1, weEren(u) <m(v)
Tuv = { 0, c.c. M

1, 7w(u) < m(v)
min w 3)
st w> Z T, YVueV 4)

veEV\u

Zuv + Zow = 1, Yu,v € V,u # v &)
Zuv + Zow < Zuw + 1, Yu, v, w,u # v # w (6)
Tuv < Zuw, Vu,v € E N
Lyy = 2y Vu,v € B ®)
Tup + Tyw — 1 < Tyw + Taww,s VUEVJ%UJGE )
Tup € {0, 1}, 2y € {0, 1}, Yu,v eV (10)
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As restrigdes (5), (6) e (10) garantem que z determina uma ordem total, (7) garante que a
varidvel z,,, € zero se u ndo precede v, (8) impde que as arestas sdo contadas na triangulacdo e (9)
impde que se uv e uw estdo na triangulacdo com u precedendo v e w, entdo deve existir uma aresta
VW ou Wo.

5. Estudo poliédrico de L Pyor(G)
Sejam

2

Vamos definir LP’ como o problema obtido através da elimina¢do das varidveis x,,, tal
que uv € E(G) e zy, tal que u < v, sendo < é a ordem natural sobre os indices dos vértices, em
L Pgor(G), utilizando as restrigdes (8) e (5), respectivamente. Denotamos P’ como conjunto vidvel
do problema LP'.

Seja g : P’ — P afung¢io que mapea uma solugio vidvel de P’ a dnica solu¢io em P que
contém o mesmo valor para componentes que estdo em ambos 0s espagos e respeita as restri¢des
M e ().

Se s é um vetor particionado em componentes ' € I, entdo denotamos por s% as com-
ponentes da parte x; de s.

5.1. Dimensao de L Pror(G)
Lema 3. dim(P’) < dim(P)

Vamos demonstrar que se S é um conjunto linearmente independente (LI) em P', entdo
g(S) = {g(z) : * € S} em P é LI por sua contra-positiva. Vamos particionar g(s) em (z,y)"
onde as componentes em x sdo as varidveis comuns a LPgop(G) e LP'.

Por contraposi¢do, Suponha que g(S) seja linearmente dependente (LD), entdo existe
o # 0 tal que

wi= W@ m =BG mi= ()~ m

Zozsg(s) =0 = Zasg(s)’” =0A Zasg(s)y =0 (11)
seS ses seS
== Zasg(s)x = Zozss =0,a#0 (12)
s€S s€S
([ (13)

Proposicdo 8. Sejam dois vetores s3,s1 € H = {s € R" : 7'

k> ek #0, entdo > m; = 0.
i€l i€l

s = mo}, tais que sy = s1 +
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Vamos admitir o particionamento dos vetores em P’ em x e z como definidas em L Pgop(G),

exceto as que foram eliminadas.

Lema 4. P’ tem dimensdo plena, ou seja, dim(P') = 2m + ().
Vamos demonstrar que se

P CH:= {s € RQﬁH(Q) s = 7r0} (14)
entdom = 6e7r0 =0.

1. Yuv ¢ E, 7% =0.
Seja z dada pela ordem total p = (u, v, v, . .., Vy), Trs = zrs para toda ndo aresta diferente
de uv e Ty, € {0, 1} define duas solugées vidveis para LP'. Observe que ndo existe vértice
que preceda o vértice u e uv é ndo aresta, assim o valor de ., € {0, 1} define duas solucoes
vidveis.
Sejam sy e s esses vetores, com sy = s1 + (el O)T. Como sy e so diferem apenas pela
componente T, , temos ., = 0 pela proposigdo (8).
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2. Yuv (u < v), 77, = 0.
Seja p1 = (u,v,v9,...,0,), € p2 = (U, U, V2, ..., Un), Tps = Zps, Tps = Zps PAra rs 7 uv,
com sj e s3, dados respectivamentes pelas ordens p; e pa
(a) Se uv ¢ E(G), defina 517, = saf, = 0, assim s1 e so € P’ e diferem em apenas uma
componente.
(b) Se wv € E(Q), defina s1%,, = 1, sof, = 0. Observe que s1 e s2 € P’ e diferem nas
componentes T, € Zyy, contudo uwv € E(G), assim T, ndo estd presente em LP'.
Portanto, pela proposicdo (8), n7, = 0.
Assim, temos que H = R2m+(2), e P’ tem dimensdo plena.
Teorema 3. L Pgor(G) tem dimensdo 2m + (Z)

Seja A= a matriz dos hiperplanos do modelo L Pgop(G), temos que

dim(P) =n —rank(A™) < 2m + <Z> (15)

(5
(ZZ (7

(18)

27 + <Z) — dim(P') < dim(P) < 2/ + (16)
— dim(P) = 2 +

6. Algumas facetas
6.1. Preliminares
Lema 5. Se F é faceta de P’, entdo F é faceta de P.

Seja F = {s € P': n's < my}. Como F é faceta, a desigualdade induzida por F,
(7, o), é vdlida para P' e dim(F) = dim(P’) — 1. Pela construgdo de LP’ a partir de L Pgor(G),
temos que ((, 0)", 7o) é desigualdade vdlida para P. Temos também que

dim(F) = dim(P’') — 1 = dim(P) — 1; pelo teorema (3) (19)
Portanto, F ¢ faceta de P.

Iremos na préxima subsecdo uma técnica de demonstracdo de facetas para poliedros de
dimensdo plena. A partir da suposicdo de que a face F = {x € P : o'z = o}, que desejamos
demonstrar ser faceta, estd contida em uma outra face H = {z € P : 7' & = m}, se demonstramos
que (7', m) = Ma',ag), A # 0, teremos que F é faceta.

Utilizaremos para tal a proposi¢cdo (8), exibindo dois ou mais vetores em F' (portanto,
em H) que se diferenciam em componentes especificas com o intuito de demonstrar que essas
componentes sdo nulas ou se relacionam de forma “apropriada”.

N3ao iremos tratar a componente w das solugdes, pois essa ndo € ilimitada superiormente,
assim podemos obter uma nova solugao apenas acrescendo o valor de w.

As componentes de um vetor s; € F serdo particionadas em s; = (2%, 2%) " e ao definir
valores para z,, com u < v oU Iy, com uv € F estaremos definindo pelas restricdes (5) e (??)
varidveis no modelo LP’.

)T

Proposicao 9. As seguintes desigualdades sdo vdlidas para P'.

1. 1> x4y > 0 paratodo {u,v} C V.

Devido a relaxagdo da restricoes de integralidade.

3896



16 a 19

' x L\/[ SIMPésIo BRASILEIRO DE PESRQUISA OPERACIONAL
Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca Publica Setembro de 2014

2. 1 — Xyy > 2y, parauv ¢ E.

Devido as restricdes do modelo (5) e (7).

3. zZuy + Tuw = Zuw, para uv,vw € E e uw ¢ E.
Suponha que a restricdo ndo seja vdlida, assim temos que zy, = 1 € zyy = Tyw = 0, como
uv,vw € Byuw ¢ E e as restrigdes do tipo (7), (8) e (9), chegamos que x,,, = 1.

6.2. z,, > 0 éfaceta se, e somente se,uv € Ee N(v) \ {u} C N(u)

F={seP :2,=0CH={scP :1's=mp}.

6.2.1. Seuv € Ee N(v) \ {u} C N(u), entio z,, > 0 é faceta.
Argumento 1. Iremos exibir dois vetores em F' que diferem apenas por uma componente, assim
pela proposicdo (8) a componente respectiva em T serd nula.

1wk, =0,Vut ¢ E

(a) w=mu,t#v
Seja a ordem p = (v,u,t,... ,v,) definindo z* = 22, comot ¢ N(u), entdo por
contraposicdo t ¢ N(v) e v precede t podemos fixar x}, = 22, = 0, xzl, = 22, = 21,

para todo rs ¢ {vt,ut} exl, =1ez2, =0.

(b)) w#uv,t=u
Seja a ordem p = {w,v,u,...,v,) definindo z* = 22, como w ¢ N(u), entdo por
contraposicdo w ¢ N (v), logo podemos fixar zl, = 2%, = 0, v}, = 22, = 2], para
todors ¢ {wv,wu}exl, =1ex2, =0.

(c) w=uv,t#u
Seja a ordem p = (v,u,t...,v,) definindo 2* = 2%, podemos fixar x}, = ¥2, = z\,
para todors # vtezl, =1ex?, = 0.

(d) w#ut=v
Seja a ordem p = (w,v,u...,v,) definindo ' = 22, podemos fixar x}s = x%s = z&s
para todors # wvexl, =1ex?, =0.

(e) {w,t} N{u,v} =10
Seja a ordemp = (w,t,v,u. .., v,) definindo z' = 2%, podemos fixar x}, = 22, = 2\,
para todors # wtexl, =1ex2, = 0.

2. Vwt #wv,ml, =0

(a) w=mu,t#v
Sejam as ordens p1 = (v,u,t,...,v,),p2 = (v,t,u,...,v,), definindo as compo-
nentes z', 2 (respectivamente) e x', = 22, = zl. para rs ¢ {vt,ut}. Se ut ¢

E = wt ¢ E, entdo podemos fixar x}, = 22, = 21, = 22, = 0. Se ut € E fixe

1,2 1 .2 .1 2
Ty =Ty =lexy, =5, :=1,z;, =0.

(b) w=v,t#u
Sejam as ordens p1 = (v, t,u,...,v,),p2 = (t,v,u,...,v,), definindo as componen-
tes 21, 2% (respectivamente) e z}, = 2%, = 2}, parars # vt. Se vt € E definimos
xl, =a? :=1ex?, =0, sevt ¢ E podemos definir v\, = 22, = 0.

(c) {w,t} N{u,v} =0

Sejam as ordens p1 = (w,t,v,u,...,vy),p2 = (t,w,v,u,...,vy,), definindo as com-

ponentes 2%, 2% (respectivamente) e x}l, = 22, = zl parars # wt. Sevt € E
definimos xl, = 22, .= lex?, =0, se wt ¢ E podemos definir v}, = 22, = 0.

Salvador/BA

3897



' x L\/[ SIMPésI0 BRASILEIRO DE PESRUISA OPERACIONAL 16 a 19
Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca Publica Sztelmbr(oj deléox
alvador

Assim, F ={s € P : 2, =0} CH={s € P :7’,zyy =m0} = mo = 0, portanto
temos que a desigualdade que induz H é um miiltiplo ndo-nulo da desigualde que induz F'.

0

6.2.2. Se z,,, > 0 é faceta, entio uv € Ee N(v) \ {u} C N(u)
Vamos demonstrar a proposi¢@o por sua contrapositiva.

uw ¢ EouN(v)\ (N(u)U{u}) #0 = 24 > 0nio é faceta (20)

e uv ¢ E, entdo z,, > 0 ndo é faceta.

Observe que Ty < 2y comuv ¢ F e xy, > 0sdo vélidas para P’, assim podemos expressar
Zup = 0 como combinagdo linear.

Como z,, > 0 é dominada, ela ndo induz faceta.

e Seuv € Ee3dw € N(v) \ (N(u)U{u}), entdo z,, > 0 ndo é faceta.
Zuw + Tuw = Zuw € —Tuw > —Zuw sS40 desigualdades valida para P’ pela proposi¢do (9) ,

assim podemos expressar 2z, > 0 como combinacao linear.

O

6.3. Tyw < zyo € faceta para todo uv ¢ E
Por contradi¢do, suponha

F={seP :zy=2, CH={seP :n's=m}.
Utilizando um demonstragdo similar ao argumento (1) temos:
1. (Ywt ¢ EU{uv}) (nf, =0)

2. (VYwt # ww) (72, = 0)

Sejam as ordens p; = (v, u, ..., vn),p2 = (u,v...,v,), definindo as componentes 2!, 22

(respectivamente) e v, = x2, = 2, parars # vu. Se vt € E definimos 2}, = 0 e 2, = 0.

Observe que as solucdes vidveis s!, s sio tais que

s?=sl +ef, +ez,
= m,, + 77, =0 proposi¢do (8)
= _ng = 7T1Zw

Assim,temos que

F={seP :2pw=20 CH={seP 7}, —nF =m}
seF — seH
= Tuv = Zuv, Wiy(l’uv - Zuv) = T
= =0
Logo, podemos descrever a desigualdade que induz H com um multiplo da desigualdade

indutora de F'.
=<

F ¢ faceta parauwv ¢ E.
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6.4. Typ + Tuw — 1 < Ty + T € faceta, para todo uv, uw,vw ¢ E
Suponha que,

F={seP :2y+Tuw—1<Tpy+Tu} CH={scP :7's=m)} 1)
As seguintes proposi¢des seguem andlogas ao argumento (1):

o (Vut)(ms, = 0).

o (Ywt ¢ EU {uv,uvw,vw,wv})(ry, = 0).

Temos que
/. T T T _
H={se€ P 7, Ty + TopTuw + TayTow + ey Tuwv = T0}

xr x
1. n2, =a2,
Seja a ordem p = (u,v,w...,v,) definindo 2! = 22, podemos fixar z}, = 22, = 2! para
todo rs ¢ {uv,uw,vw},fixamos também (z.,,xL,,zL,) = (1,0,0) e (22,,22,,72,) =

uv?
(0,1,0).

Assim temos que s? = s' — €%, + €%, e pela proposicio (8), temos que 7%, = 7%,
X — X
2. T, = — Ty
Seja a ordem p = (u,w,v...,v,) definindo 2! = 22, podemos fixar z}, = 2, = 2!, para
< 1.1 1y 2 2 .2y
todo rs ¢ {uv,vw,wv},fixamos também (z,,, Ty, Tyw) = (0,1,0) € (T4, Thws Top) =
(1,1,1).
Assim temos que s? = s + euv + €2,
€T — X
3.k, = —To,
Seja a ordem p = (u,v,w...,v,) definindo 2! = 22, podemos fixar z}, = 22, = 2! para

todo rs ¢ {uv,uw,vw},fixamos também (z.,, L, zL,) = (1,0,0) e (22,,22,,72,) =
(1,1,1).

Assim temos que s? = s + %, + eZ,.

Utilizando as igualdades entre as componentes ndo nulas de 7 obtemos,

o qual nos permiti expressar H como,

T
H = {SEP’:Wﬁv-(xm—i—xuw—:rvw—xm)—ng-O} (22)

T
Como existe s € ' N H, temos my = 1 e a inequacdo de H é multiplo da inequacio F.
Uma contradi¢ao, assim temos que F' € faceta.

6.5. Outras facetas
Reutilizando as estratégias utilizadas podemos demonstrar as seguintes facetas:

e x,, > 0 é faceta, para todo uv ¢ F.

e 2., < 1éfaceta se, e somente se, uv € E, N(u) \ {v} C N(v)

® Zuy + 2vw < Zyw + 1 é faceta para todo u, v, w € V.

® Zuy + Tyw — 1 < Xy + Ty € faceta, para todo uv € E e uw,vw ¢ E.
® Zuw + Twu > Ty € faceta, para todo uv € E e uw,vw ¢ E.

® Zyy + Ty > Zyy € faceta, para todo uv,uw € Fevw ¢ E.
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