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Campus do Pici - Bloco 914 - Fortaleza - CE
anasilva@mat.ufc.br
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1. Resumo

O conceito de Largura em Árvore (“treewidth”) foi introduzido por Robertson and Sey-
mour [2, 3].

Resultados demonstram que vários problemas NP-Completos podem ser resolvido em
tempo polinomial quando restritos a grafos com largura em árvore limitada [5, 6, 7].

Uma formulação linear do problema pode oferecer bons limites inferiores e o estudo facial
do poliedro pode ser utilizado para exibir facetas e gerar algoritmos de separação para o problema.
2. Introdução

Determinar a largura em árvore de um grafo arbitrário é um problema NP-Difı́cil [8],
assim o que podemos esperar é obter bons limites. Obter limites superiores é relativamente simples,
por exemplo, escolhendo uma triangulação para G e avaliando ω(G), entretanto obter bons limites
inferiores vem sendo uma tarefa mais desafiadora.

Determinar bons limites inferiores para largura em árvore de um grafo tem diversas
aplicações como:

• Bons limites inferiores podem ser usado como subrotinas para algoritmos de Branch-And-
Bound.

• Na resolução de problemas combinatórios, um limite inferior alto para largura em árvore
pode indicar a inviabilidade no tempo de computação utilizando DEA.

• Limites inferiores podem indicar a qualidade de limites superiores por um “gap” reduzido.

Nesse artigo inicial nós pretendemos:

• Exibir alguns fundamentos teóricos e um panorama do estado-da-arte sobre o problema de
determinar a largura em árvore de grafos.

• Apresentar uma formulação inteira para o problema.

• Determinar a dimensão do poliedro associado a nossa formulação e realizar um estudo inicial
sobre as facetas desse poliedro.
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3. Fundamentação Teórica
3.1. Definições
Definição 1 (Decomposição em Árvore). Um par (X = {Xi | i ∈ I}, T = (I, F )) é chamado
Decomposição Em Árvore(DEA) para um grafo G = (V,E), onde {Xi | i ∈ I} é uma famı́lia de
subconjuntos de V , e T uma árvore com conjuntos de nós I e arestas F tal que:

1.
⋃
i∈I

Xi = V .

2. ∀uv ∈ E,∃i ∈ I : u, v ∈ Xi

3. ∀i, j, k ∈ I : j está no caminho de i para k em T, temos Xi ∩Xk ⊆ Xj .

Definição 2 (Largura em árvore). A largura em árvore de uma decomposição D = ({Xi | i ∈
I}, T = (I, F )) para G = (V,E) é definida como twD(G) := max

i∈I
{|Xi| − 1} e a largura em

árvore de G é a largura mı́nima dentre todas as decomposições em árvore possı́veis para G, logo
temos, tw(G) := min{twD(G) | D uma DEA de G}
Definição 3 (Grafo Cordal). Um grafo é cordal se, e somente se, não contém qualquer ciclo indu-
zido Ck com k ≥ 4.

Definição 4 (Cordalização). Um grafo H = (V,E′) é uma cordalização de um grafo G = (V,E)
se G é subgrafo gerador de H e H é cordal. E′ \ E é dito uma triangulação de G.

Definição 5 (Menor). Um menor de G é um grafo H , obtido por operações de: eliminação de
vértices e/ou arestas e contrações de arestas.

3.2. Propriedades
Proposição 1. Seja H um menor de G, então tw(H) ≤ tw(G)

Proposição 2. SejamG um grafo eH uma cordalização deG, então tw(G) ≤ tw(H) = ω(H)−1.

Proposição 3. Encontrar uma decomposição em árvore mı́nima de um grafo G é equivalente a
encontrar uma cordalização H de G que minimiza ω(H).

Proposição 4. Seja G = (V,E) um grafo e π uma ordem total sobre V , o conjunto

E′ =

(⋃
u∈V
{vw | v, w ∈ N+

π (u)}

)
\ E

é uma triangulação para G. Definimos Gπ = (V,Eπ = E′ ∪ E), e temos

tw(Gπ) = max
u∈V
|N+

π (u)|

Proposição 5. Seja G um grafo, temos

tw(G) = min{max{|N+
π | : π uma ordem total de V (G)}}

3.3. Limites Inferiores
3.3.1. Baseados no grau de vértices
Proposição 6 (Limites elementares). Seja δi o i-ésimo menor grau de G e

γR(G) :=

{
|V | − 1, se G é completo
minv,w∈V

vw/∈E
max{d(v), d(w)}, c.c.

como definido por Ramachandramurthi em [11], temos que

δ1(G) ≤ δ2(G) ≤ γR(G) ≤ tw(G)

Proposição 7 (Tomando menores). Vamos denotar por δiC(G) o máximo δi(H) e γRC(G), o
máximo de γR(H), onde H é menor de G.

δ1C(G) ≤ δ2C(G) ≤ γRC(G) ≤ tw(G).
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3.3.2. Maximum Cardinality Search (MCS)
Pode ser utilizado como heurı́stica para limite superiores deG e pode ser utilizado também

para gerar limites inferiores como mostrado por Lucena [9]. O algoritmo gera uma ordem π. Uma
MCS-ordem é uma ordenação que pode ser gerada pelo algorithm MCS.

Teorema 1. (Lucena) Para qualquer grafo G = (V,E) e qualquer MCS-ordem π de G,

tw(G) ≥MCSLB(G, π) = max
v∈V
|{wv ∈ E | π(w) < π(v)}|

3.3.3. Grafos Melhorados
A técnica de grafos melhorados trata-se da adição de arestas em um grafo G de forma que

não modifique sua largura em árvore, mas melhore os limites inferiores obtidos sobre G por meio
de outras técnicas.

Lema 1. Seja G = (V,E) um grafo com tw(G) ≤ k. Sejam u, v ∈ G, uv /∈ E e existam pelo
menos k + 1 caminhos disjuntos de u a v. Então para G′ = (V,E ∪ {uv}), temos tw(G′) ≤ k

Lema 2. Seja G = (V,E) um grafo com tw(G) ≤ k. Sejam u, v ∈ G, uv /∈ E e existam pelo
menos k + 1 vértices adjacentes a u e v. Então para G′ = (V,E ∪ {uv}), temos tw(G′) ≤ k

Considerando o procedimento de adicionar essas arestas até que não haja mais pares de
vértices que satisfaçam (Lema 1) e (Lema 2) para um grafo G e inteiro k, temos então respectiva-
mente os grafos (k + 1) caminho-melhorado e (k + 1) vizinho melhorado.

Teorema 2. SejaGn o (k+1) vizinho melhorado deG = (V,E) eGp o (k+1) caminho-melhorado
de G. Então tw(G) ≤ k ⇐⇒ tw(Gn) ≤ k ⇐⇒ tw(Gp) ≤ k.

4. Formulação Inteira por Ordem de Eliminação para tw(G)
A formulação por ordem de eliminação considera um ordem total sobre V (G) e um super-

grafoGπ = (V,Eπ). Procuramos uma ordem π∗ que minimizew(Gπ) dentre todas as ordens totais.
A ordem π∗ determina a triangulação ótima para G, ou equivalentemente, determina a largura em
árvore de G.

Temos dois tipos de variáveis. As variáveis em z indicam a ordem π e as variáveis em x
indicam as arestas de Gπ.

Seja o problema inteiro LPEOF(G) definido abaixo com o seu correspondente conjunto
viável P :

xuv =

{
1, uv ∈ Eπ e π(u) < π(v)
0, c.c.

(1)

zuv =

{
1, π(u) < π(v)
0, c.c.

(2)

min ω (3)

s.t. ω ≥
∑
v∈V \u

xuv, ∀u ∈ V (4)

zuv + zvu = 1, ∀u, v ∈ V, u 6= v (5)

zuv + zvw ≤ zuw + 1, ∀u, v, w, u 6= v 6= w (6)

xuv ≤ zuv, ∀u, v ∈ Ē (7)

xuv = zuv, ∀u, v ∈ E (8)

xuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv, ∀u ∈ V, v, w ∈ Ē (9)

xuv ∈ {0, 1}, zuv ∈ {0, 1}, ∀u, v ∈ V (10)
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As restrições (5), (6) e (10) garantem que z determina uma ordem total, (7) garante que a
variável xuv é zero se u não precede v, (8) impõe que as arestas são contadas na triangulação e (9)
impõe que se uv e uw estão na triangulação com u precedendo v e w, então deve existir uma aresta
vw ou wv.
5. Estudo poliédrico de LPEOF(G)

Sejam

n := |V (G)|,m := |E(G)|, m̄ :=

(
n

2

)
−m

Vamos definir LP ′ como o problema obtido através da eliminação das variáveis xuv tal
que uv ∈ E(G) e zuv tal que u ≺ v, sendo ≺ é a ordem natural sobre os ı́ndices dos vértices, em
LPEOF(G), utilizando as restrições (8) e (5), respectivamente. Denotamos P ′ como conjunto viável
do problema LP ′.

Seja g : P ′ → P a função que mapea uma solução viável de P ′ a única solução em P que
contém o mesmo valor para componentes que estão em ambos os espaços e respeita as restrições
(??) e (5).

Se s é um vetor particionado em componentes xi ∈ I , então denotamos por sxi as com-
ponentes da parte xi de s.
5.1. Dimensão de LPEOF(G)
Lema 3. dim(P ′) ≤ dim(P )

Vamos demonstrar que se S é um conjunto linearmente independente (LI) em P ′, então
g(S) = {g(x) : x ∈ S} em P é LI por sua contra-positiva. Vamos particionar g(s) em (x, y)>

onde as componentes em x são as variáveis comuns a LPEOF(G) e LP ′.
Por contraposição, Suponha que g(S) seja linearmente dependente (LD), então existe

α 6= ~0 tal que ∑
s∈S

αsg(s) = ~0 ⇐⇒
∑
s∈S

αsg(s)x = ~0 ∧
∑
s∈S

αsg(s)y = ~0 (11)

=⇒
∑
s∈S

αsg(s)x =
∑
s∈S

αss = ~0, α 6= ~0 (12)

� (13)

Proposição 8. Sejam dois vetores s2, s1 ∈ H = {s ∈ Rn : π>s = π0}, tais que s2 = s1 +
k
∑
i∈I

ei, k 6= 0, então
∑
i∈I

πi = 0.

Vamos admitir o particionamento dos vetores emP ′ em x e z como definidas emLPEOF(G),
exceto as que foram eliminadas.

Lema 4. P ′ tem dimensão plena, ou seja, dim(P ′) = 2m̄+
(
n
2

)
.

Vamos demonstrar que se

P ′ ⊆ H :=
{
s ∈ R2m̄+(n2) : π>s = π0

}
(14)

então π = ~0 e π0 = 0.

1. ∀uv /∈ E, πxuv = 0.

Seja z dada pela ordem total p = 〈u, v, v2, . . . , vn〉, xrs = zrs para toda não aresta diferente
de uv e xuv ∈ {0, 1} define duas soluções viáveis para LP ′. Observe que não existe vértice
que preceda o vértice u e uv é não aresta, assim o valor de xuv ∈ {0, 1} define duas soluções
viáveis.

Sejam s1 e s2 esses vetores, com s2 = s1 + (exuv, 0)>. Como s1 e s2 diferem apenas pela
componente xuv , temos πxuv = 0 pela proposição (8).
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2. ∀uv (u ≺ v), πzuv = 0.

Seja p1 = 〈u, v, v2, . . . , vn〉, e p2 = 〈v, u, v2, . . . , vn〉, xrs = zrs, xrs = zrs para rs 6= uv,
com sz1 e sz2, dados respectivamentes pelas ordens p1 e p2

(a) Se uv /∈ E(G), defina s1
x
uv = s2

x
uv = 0, assim s1 e s2 ∈ P ′ e diferem em apenas uma

componente.

(b) Se uv ∈ E(G), defina s1
x
uv = 1, s2

x
uv = 0. Observe que s1 e s2 ∈ P ′ e diferem nas

componentes xuv e zuv, contudo uv ∈ E(G), assim xuv não está presente em LP ′.
Portanto, pela proposição (8), πzuv = 0.

Assim, temos que H = R2m̄+(n2), e P ′ tem dimensão plena.

Teorema 3. LPEOF(G) tem dimensão 2m̄+
(
n
2

)
Seja A= a matriz dos hiperplanos do modelo LPEOF(G), temos que

dim(P ) = n− rank(A=) ≤ 2m̄+

(
n

2

)
(15)

2m̄+

(
n

2

)
= dim(P ′) ≤ dim(P ) ≤ 2m̄+

(
n

2

)
(16)

=⇒ dim(P ) = 2m̄+

(
n

2

)
(17)

� (18)

6. Algumas facetas
6.1. Preliminares
Lema 5. Se F é faceta de P ′, então F é faceta de P .

Seja F = {s ∈ P ′ : π>s ≤ π0}. Como F é faceta, a desigualdade induzida por F ,
(π, π0), é válida para P ′ e dim(F ) = dim(P ′)−1. Pela construção de LP ′ a partir de LPEOF(G),
temos que ((π,~0)>, π0) é desigualdade válida para P . Temos também que

dim(F ) = dim(P ′)− 1 = dim(P )− 1; pelo teorema (3) (19)

Portanto, F é faceta de P .

Iremos na próxima subseção uma técnica de demonstração de facetas para poliedros de
dimensão plena. A partir da suposição de que a face F = {x ∈ P : α>x = α0}, que desejamos
demonstrar ser faceta, está contida em uma outra faceH = {x ∈ P : π>x = π0}, se demonstramos
que (π>, π0) = λ(α>, α0), λ 6= 0, teremos que F é faceta.

Utilizaremos para tal a proposição (8), exibindo dois ou mais vetores em F (portanto,
em H) que se diferenciam em componentes especı́ficas com o intuito de demonstrar que essas
componentes são nulas ou se relacionam de forma “apropriada”.

Não iremos tratar a componente w das soluções, pois essa não é ilimitada superiormente,
assim podemos obter uma nova solução apenas acrescendo o valor de w.

As componentes de um vetor si ∈ F serão particionadas em si = (xi, zi)> e ao definir
valores para zuv com u ≺ v ou xuv com uv ∈ E estaremos definindo pelas restrições (5) e (??)
variáveis no modelo LP ′.

Proposição 9. As seguintes desigualdades são válidas para P ′.

1. 1 ≥ xuv ≥ 0 para todo {u, v} ⊂ V .

Devido a relaxação da restrições de integralidade.
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2. 1− xvu ≥ zuv, para uv /∈ E.

Devido as restrições do modelo (5) e (7).

3. zuv + xuw ≥ zuw, para uv, vw ∈ E e uw /∈ E.

Suponha que a restrição não seja válida, assim temos que zuw = 1 e zuv = xuw = 0, como
uv, vw ∈ E,uw /∈ E e as restrições do tipo (7), (8) e (9), chegamos que xuw = 1.

6.2. zuv ≥ 0 é faceta se, e somente se, uv ∈ E e N(v) \ {u} ⊆ N(u)

F = {s ∈ P ′ : zuv = 0} ⊆ H = {s ∈ P ′ : π>s = π0}.

6.2.1. Se uv ∈ E e N(v) \ {u} ⊆ N(u), então zuv ≥ 0 é faceta.
Argumento 1. Iremos exibir dois vetores em F que diferem apenas por uma componente, assim
pela proposição (8) a componente respectiva em π será nula.

1. πxwt = 0,∀wt /∈ E

(a) w = u, t 6= v

Seja a ordem p = 〈v, u, t, . . . , vn〉 definindo z1 = z2, como t /∈ N(u), então por
contraposição t /∈ N(v) e v precede t podemos fixar x1

vt = x2
vt = 0, x1

rs = x2
rs = z1

rs

para todo rs /∈ {vt, ut} e x1
ut = 1 e x2

ut = 0.

(b) w 6= v, t = u

Seja a ordem p = 〈w, v, u, . . . , vn〉 definindo z1 = z2, como w /∈ N(u), então por
contraposição w /∈ N(v), logo podemos fixar x1

wv = x2
wv = 0, x1

rs = x2
rs = z1

rs para
todo rs /∈ {wv,wu} e x1

wu = 1 e x2
wu = 0.

(c) w = v, t 6= u

Seja a ordem p = 〈v, u, t . . . , vn〉 definindo z1 = z2, podemos fixar x1
rs = x2

rs = z1
rs

para todo rs 6= vt e x1
vt = 1 e x2

vt = 0.

(d) w 6= u, t = v

Seja a ordem p = 〈w, v, u . . . , vn〉 definindo z1 = z2, podemos fixar x1
rs = x2

rs = z1
rs

para todo rs 6= wv e x1
wv = 1 e x2

wv = 0.

(e) {w, t} ∩ {u, v} = ∅
Seja a ordem p = 〈w, t, v, u . . . , vn〉 definindo z1 = z2, podemos fixar x1

rs = x2
rs = z1

rs

para todo rs 6= wt e x1
wt = 1 e x2

wt = 0.

2. ∀wt 6= uv, πzwt = 0

(a) w = u, t 6= v

Sejam as ordens p1 = 〈v, u, t, . . . , vn〉, p2 = 〈v, t, u, . . . , vn〉, definindo as compo-
nentes z1, z2 (respectivamente) e x1

rs = x2
rs = z1

rs para rs /∈ {vt, ut}. Se ut /∈
E =⇒ vt /∈ E, então podemos fixar x1

vt = x2
vt = x1

ut = x2
ut = 0. Se ut ∈ E fixe

x1
vt = x2

vt = 1 e x1
ut = x2

tu := 1, x2
ut = 0.

(b) w = v, t 6= u

Sejam as ordens p1 = 〈v, t, u, . . . , vn〉, p2 = 〈t, v, u, . . . , vn〉, definindo as componen-
tes z1, z2 (respectivamente) e x1

rs = x2
rs = z1

rs para rs 6= vt. Se vt ∈ E definimos
x1
vt = x2

tv := 1 e x2
vt = 0 , se vt /∈ E podemos definir x1

vt = x2
vt = 0.

(c) {w, t} ∩ {u, v} = ∅
Sejam as ordens p1 = 〈w, t, v, u, . . . , vn〉, p2 = 〈t, w, v, u, . . . , vn〉, definindo as com-
ponentes z1, z2 (respectivamente) e x1

rs = x2
rs = z1

rs para rs 6= wt. Se vt ∈ E
definimos x1

wt = x2
tw := 1 e x2

wt = 0 , se wt /∈ E podemos definir x1
wt = x2

wt = 0.
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Assim, F = {s ∈ P ′ : zuv = 0} ⊆ H = {s ∈ P ′ : πzuvzuv = π0} =⇒ π0 = 0, portanto
temos que a desigualdade que induz H é um múltiplo não-nulo da desigualde que induz F .

�

6.2.2. Se zuv ≥ 0 é faceta, então uv ∈ E e N(v) \ {u} ⊆ N(u)
Vamos demonstrar a proposição por sua contrapositiva.

uv /∈ E ou N(v) \ (N(u) ∪ {u}) 6= ∅ =⇒ zuv ≥ 0 não é faceta (20)

• uv /∈ E, então zuv ≥ 0 não é faceta.

Observe que xuv ≤ zuv com uv /∈ E e xuv ≥ 0 são válidas para P ′, assim podemos expressar
zuv ≥ 0 como combinação linear.

Como zuv ≥ 0 é dominada, ela não induz faceta.

• Se uv ∈ E e ∃w ∈ N(v) \ (N(u) ∪ {u}), então zuv ≥ 0 não é faceta.

zuv + xuw ≥ zuw e −xuw ≥ −zuw são desigualdades válida para P ′ pela proposição (9) ,
assim podemos expressar zuv ≥ 0 como combinação linear.

�

6.3. xuw ≤ zuv é faceta para todo uv /∈ E
Por contradição, suponha

F = {s ∈ P ′ : xuv = zuv} ⊆ H = {s ∈ P ′ : π>s = π0}.

Utilizando um demonstração similar ao argumento (1) temos:

1. (∀wt /∈ E ∪ {uv}) (πxwt = 0)

2. (∀wt 6= uv) (πzuv = 0)

Sejam as ordens p1 = 〈v, u, . . . , vn〉, p2 = 〈u, v . . . , vn〉, definindo as componentes z1, z2

(respectivamente) e x1
rs = x2

rs = z1
rs para rs 6= vu. Se vt ∈ E definimos x1

vu = 0 e x2
vu = 0.

Observe que as soluções viáveis s1, s2 são tais que

s2 = s1 + exuv + ezuv
=⇒ πxuv + πzuv = 0 proposição (8)
=⇒ −πxuv = πzuv

Assim,temos que

F = {s ∈ P ′ : xuv = zuv} ⊆ H = {s ∈ P ′ : πxuv − πxuv = π0}
s ∈ F =⇒ s ∈ H

=⇒ xuv = zuv, π
x
uv(xuv − zuv) = π0

=⇒ π0 = 0

Logo, podemos descrever a desigualdade que induz H com um múltiplo da desigualdade
indutora de F .

⇒⇐

F é faceta para uv /∈ E.

3898



Setembro de 2014

Salvador/BA

16 a 19SIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALSIMPÓSIO BRASILEIRO DE PESQUISA OPERACIONALXLVI Pesquisa Operacional na Gestão da Segurança Pública

6.4. xuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv é faceta, para todo uv, uw, vw /∈ E
Suponha que,

F = {s ∈ P ′ : xuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv} ⊆ H = {s ∈ P ′ : π>s = π0} (21)

As seguintes proposições seguem análogas ao argumento (1):

• (∀wt)(πzwt = 0).

• (∀wt /∈ E ∪ {uv, uw, vw,wv})(πxwt = 0).

Temos que
H = {s ∈ P ′ : πxuvxuv + πxuwxuw + πxvwxvw + πxwvxwv = π0}

1. πxuv = πxuw

Seja a ordem p = 〈u, v, w . . . , vn〉 definindo z1 = z2, podemos fixar x1
rs = x2

rs = z1
rs para

todo rs /∈ {uv, uw, vw},fixamos também (x1
uv, x

1
uw, x

1
vw) = (1, 0, 0) e (x2

uv, x
2
uw, x

2
vw) =

(0, 1, 0).

Assim temos que s2 = s1 − exuv + exuw e pela proposição (8), temos que πxuv = πxuw.

2. πxwv = −πxuv
Seja a ordem p = 〈u,w, v . . . , vn〉 definindo z1 = z2, podemos fixar x1

rs = x2
rs = z1

rs para
todo rs /∈ {uv, uw,wv},fixamos também (x1

uv, x
1
uw, x

1
wv) = (0, 1, 0) e (x2

uv, x
2
uw, x

2
wv) =

(1, 1, 1).

Assim temos que s2 = s1 + exuv + exwv.

3. πxuw = −πxvw
Seja a ordem p = 〈u, v, w . . . , vn〉 definindo z1 = z2, podemos fixar x1

rs = x2
rs = z1

rs para
todo rs /∈ {uv, uw, vw},fixamos também (x1

uv, x
1
uw, x

1
vw) = (1, 0, 0) e (x2

uv, x
2
uw, x

2
vw) =

(1, 1, 1).

Assim temos que s2 = s1 + exuw + exvw.

Utilizando as igualdades entre as componentes não nulas de π obtemos,

−πxwv = πxuv = πxuw = −πxvw

o qual nos permiti expressar H como,

H =

{
s ∈ P ′ : πxuv · (xuv + xuw − xvw − xwv) = πxuv ·

π0

πxuv

}
(22)

Como existe s ∈ F ∩H , temos π0 = 1 e a inequação de H é multiplo da inequação F .
Uma contradição, assim temos que F é faceta.
6.5. Outras facetas

Reutilizando as estratégias utilizadas podemos demonstrar as seguintes facetas:

• xuv ≥ 0 é faceta, para todo uv /∈ E.

• zuv ≤ 1 é faceta se, e somente se, uv ∈ E,N(u) \ {v} ⊆ N(v)

• zuv + zvw ≤ zuw + 1 é faceta para todo u, v, w ∈ V .

• zuv + xuw − 1 ≤ xvw + xwv é faceta, para todo uv ∈ E e uw, vw /∈ E.

• zuw + xwu ≥ xvw é faceta, para todo uv ∈ E e uw, vw /∈ E.

• zvu + xvw ≥ zvw é faceta, para todo uv, uw ∈ E e vw /∈ E.
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