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RESUMO
Determinar comunidades em redes, grupos bem relacionados de vértices em um grafo, é

um problema de alta relevancia em diversas areas de conhecimento. As redes sociais, inspiracao do
termo comunidades, sdo exemplos de objetos de aplicacdes dessa abordagem. A tarefa de detectar
comunidades em redes tem sido realizada utilizando diversas abordagens, dentre as quais destaca-se
o problema de maximizac¢do da modularidade de comunidades. Métodos heuristicos sdo mais fre-
quentemente usados para abordar esse problema devido a sua natureza combinatorial. Neste artigo,
nds propomos um algoritmo de otimizag@o por coldnia de formigas baseando-se em uma relaxag¢do
espectral do problema de maximizacdo da modularidade. Como resultado dos experimentos com-
putacionais, obtivemos resultados bastante competitivos com o método proposto comparando com
os melhores resultados da literatura usando grafos benchmark.

PALAVRAS CHAVE. Deteccao de Comunidades em Redes, Teoria Espectral em Grafos,
Otimizacao por Colénia de Formigas.

Area Principal: (indique, em ordem de prioridade a area de conhecimento de seu artigo pois
o sistema JEMS coloca em ordem alfabética)

ABSTRACT
Finding communities in networks, i.e., sets of “related” vertices of a graph, is a problem

of significant relevance in various research areas. Social networks, from where the nomenclature
community arises, are examples of objects of applications of this approach. Nowadays, the task of
detecting communities in networks has been performed using a wide range of approaches, specially
by the modularity maximization problem. Heuristic methods are mostly used to tackle this problem
due to its combinatorial nature. In this paper, we propose an algorithm based on the ant colony
optimization hybridized with a spectral relaxation of the modularity maximization problem. As a
result of the computational experiments, the proposed method achieved very competitive results
comparing with the best results from literature using benchmark graphs.

KEYWORDS. Detection Community in Networks, Spectral Graph Theory, Ant Colony Opti-
mization. Main Area: (inform by priority the area of the article because JEMS system makes

the classification alfabeticaly)
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1. Introducao

Redes ! tém sido objeto de investigagcio em diferentes dreas de conhecimento devido as
suas caracteristicas topoldgicas peculiares quando resultantes da modelagem de sistemas reais [24].
Exemplos delas sdo as redes sociais, que modelam o relacionamento de individuos, sendo esses
representados pelos vértices da rede e, suas interagdes, pela existéncia de arestas entre pares de
vértices. Dentre as principais caracteristicas dessas redes, podemos destacar sua estrutura com
tendéncia de agrupamento, ou seja, grupos de vértices (ou comunidades) densamente conectados
entre si com poucas conexdes com vértices de outros grupos. Para estudar essas redes, modelos
probabilisticos foram propostos para modeld-las, como, por exemplo, o modelo de redes de pequeno
mundo [29].

Em particular, para redes sociais, determinar suas comunidades permite explicar o com-
portamento de grupos de individuos baseando-se em suas interagcdes com outros individuos, [14].
O estudo do problema de deteccdo de comunidades em redes tornou-se foco de intenso estudo de
pesquisadores das dreas de fisica, matemdtica e computacio desde a proposta de [15]. Nela, os
autores desenvolvem uma formalizacdo do conceito de comunidades com a introducdo de uma me-
dida baseada em e mecanica estatistica, conhecida por modularidade. O problema de detec¢do de
comunidades em redes (também conhecido como agrupamento em grafos).

As pesquisas desenvolvidas para o problema de detec¢do de comunidades em redes envol-
vem, principalmente, novos métodos, em sua maioria, heuristicos, para a solu¢do do problema de
encontrar comunidades (ou parti¢des do conjunto de vértices de uma rede). Métodos que lidem com
redes de grande porte representam um dos maiores desafios desse tema. Além disso, de acordo com
[24], existe a necessidade de encontrar formalizacdes matematicas a respeito da estrutura das co-
munidades encontradas por meio das medidas existentes para esse fim para que se tenham maiores
informagdes a respeito do tipo de comunidades geradas e limitacdes dessas.

Neste artigo, desenvolvemos uma nova metodologia para o problema de maximizacao da
modularidade. Consistindo de uma meta-heuristica baseada na otimizacao por coldnia de formigas,
[9], aqui chamada de ACO, abordamos uma hibridizagdo com uma heuristica espectral. Esse tipo
de metodologia visa uma otimiza¢do da ACO com a hibridiza¢do por um método eficiente para lidar
com redes de grande porte.

2. O problema de maximizacao de modularidade

Seja G = (V, E) um grafo, em que V' (G) é o seu conjunto de vértices, e E(G) de arestas.
O conjunto de vértices serd representado por nimeros inteiros de 1 a |V (G)|. Cada arestae € E(G)
¢ definida por uma tupla e := (4, 5), em que ¢ e j pertencem ao conjunto V(G) e sdo conhecidas
como pontas de e. O grau de um vértice ¢ (d(7)) € o nimero de arestas que tem ¢ como ponta.

A modularidade é uma medida que avalia a qualidade de uma dada parti¢io 7 = {C1, Co, . ..

de V(G), em que k < n é o niimero de grupos da particio®. Essa qualidade visa a tendéncia de
agrupamento da parti¢do avaliada e, dada uma particao 7, pode ser formulada por:

q(m) := % > D (ai—py) (1

Cremi,jeCy

emque n = |V (G)|, m = E(G), a;; é¢ o niimero de arestas entre os vértices i e j, e p;; € 0 nimero
esperado de arestas entre os vértices 7 € j em um grafo aleatério. Para calcular p;;, considere que
um vértice i de G tem d; (4) arestas diferentes na qual ele é ponta. Portanto, a soma » " | d¢(7) ird
resultar em 2m. Logo, podemos construir um grafo aleatério H tal que V/(H) = V(G) e que tenha

"Neste artigo, redes sio definidas como estruturas matematicas idénticas aos grafos.
2A definigdo de particio usada neste artigo é a usual, na qual dado um conjunto D e k subconjuntos B; C D, com
k k
k<|D|,N;-,Bi=0elU;_, Bi=D.
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a mesma sequéncia de graus de vértices que GG. A ligacdo entre pares de vértices é definida por

P[(i,j) € E(H)] := Plescolher aresta incidente a ¢]. P[escolher aresta incidente a j]
_ de(i) da(j)
2m  2m

Dada esta probabilidade de existéncia de aresta ente os vértices ¢ ¢ 7 em H, o nimero
esperado de arestas entre os vértices 7 e j é
- da(i)da(J
pi = 2P[(i.j) € ()] = 200960, @

2m

Portanto a equacdo (1) se torna

o= g X X (- 2, G)

Cremi,jeCy

Para determinar comunidades em redes por meio dessa medida, os trabalhos da literatura
visam o problema de maximiza¢do da modularidade de redes, que consiste em encontrar comu-
nidades com a maior modularidade. Segundo [5] um problema de decisdo para ele é da classe
NP-dificil. Por esse motivo, os algoritmos existentes na literatura para a sua solucdo sdo, em
sua maioria, heuristicas, dentre as quais destacam-se, metaheuristicas [17, 25, 1, 21], heuristicas
[22, 8, 27, 30, 3], algoritmos multi-niveis [23], dentre outros. Embora os mais recentes algoritmos
sejam bastante eficientes, métodos mais robustos sao necessarios para encontrar melhores solucdes
para problemas de grande porte. Métodos exatos ndo t€m sido muito explorados, [2], principal-
mente devido as grandes dimensdes das redes testadas por algoritmos de agrupamento.

Neste artigo, comparamos o algoritmo proposto, baseado na maximizacdo da modulari-
dade, com os melhores resultados encontrados na literatura.

3. Metodologia

Como método heuristico para o problema de maximizacdo da modularidade, nés pro-
pomos, neste artigo, uma heuristica baseada na otimizagdo por colonia de formigas e em uma
relaxacdo espectral de [22]. O algoritmo proposto € composto por uma inicial relaxacdo espec-
tral, que é um problema de ordenacio linear [7], para a qual é desenvolvida uma solugdo heuristica
por uma estratégia de otimizagdo por colonia de formigas. Apds isso, uma particdo é gerada a
partir da ordenagdo encontrada pela estratégia anterior por meio de um algoritmo de programacgdo
dindmica adaptado de [28]. A heuristica proposta é apresentada no Algoritmo 1.
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No Algoritmo 1, considere as fun¢gdes Modularidade, Jacobi,Escalee Inicialize,

respectivamente, uma fung@o para calcular a matriz de modularidade B, uma funcio para compu-
tar os autovetores e autovalores de uma matriz, por meio do método de Jacobi [6], uma fun¢do
que escala a matriz de autovetores, explicada na Secdo 3.1, e uma fun¢ao de inicializacdo da ma-
triz de feromdnio 7 = [Tij}nxn com valor zero, e da matriz dependente do valor da modularidade
n = [mj]nm, que inicialmente recebe o valor de uma matriz unitdria de mesma dimensdo. Além
disso, as constantes Maxlteracoes € nformigas, S30 valores estabelecidos apds testes computa-
cionais. As fungdes Construa Solug¢do, Busca Local e Atualize Feromdnio sdo
explicadas, respectivamente, nas Se¢des 3.1, 3.2 e 3.3.

3.1. Estratégia de Construcao da Solucao

Para se ter as vantagens de algoritmos espectrais, isto €, sua rapidez, elegincia e boa
qualidade de solugdes obtidas por meio deles, nés desenvolvemos uma heuristica de construgdo
de solucdo baseada na heuristica espectral de [22]. Inicialmente, a heuristica gulosa de [22] para
criar a solugcdo baseada em uma matriz de autovetores normalizados da matriz de modularidades
de um dado grafo foi alterada para uma heuristica baseada em otimizacdo por colonia de formigas.

2147



x L\/[ SIMPOSI0 BRASILEIRO DE PESRQUISA OPERACIONAL

Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca PUblica

Algoritmo 1 SpectralACO
1: Entrada: Um grafo G = (V, E)
2: B +Modularidade(G);
3: (U, \) +Jacobi(B);
4: R<+Escale (U),;

5. Inicialize(T,n);

6

7

8

9

t Smethor < 0

:ater < 0;

: Enquanto (iter < MaxIteracoes) faca

Q0

10:  Para(j =1,...,nf0rmigas) faca
11: S < Construa Solugao(r,n, R,\);
12: S <+ Busca Local(S);
13: Se (Q(S) > Q(Smelhor) ou Sipelhor = @) entao
14: Smethor < S
15: Fim Se

16: Q<+ QU{S}

17:  Fim Para

18: Atualize Feromdnio(T,Ojter, Smelhor)
19:  iter < iter + 1;

20: Fim Enquanto

21: Saida: A particao Sy,cinor de V(G)

A razdo disso é promover a diversidade nas solucdes geradas que serdo melhoradas em préximas
iteragdes do algoritmo.

Para a compreensao da fase de construcdo da solugdo da heuristica proposta, ¢ importante
o entendimento da relaxacdo espectral proposta por [22]. Para isso, considere a matriz de modu-
laridade B = [bjj]nxn, €m que b;j = a;; — p;ij, de um grafo G e U = [ujj|nxn, @ matriz que
representa em sua j-€sima coluna, o autovetor associado ao autovalor \; de B. Os autovalores \;,
com 1 < j < n, estdo organizados em ordem decrescente de valor.

Seja R = [rij]nxk uma matriz de autovetores normalizados de U. O elemento de sua
i-ésima linha e j-ésima coluna dessa matriz € definida por r;; = wu;;\/\; —7, em que 7 =
ﬁ S 41 i (ajustado depois de um estudo de minimizagéo de erros de uma aproximagdo de
q(7"*)). Cada vetor 7, para 1 < i < n, denota um vetor k-dimensional que corresponde 2 i-ésima
linha de R. No Algoritmo 1, esse calculo € realizado na fungdo Escale.

Nessa matriz R, a i-ésima linha corresponde ao vértice v; de um grafo GG. Eliminando os
autovalores negativos da equagao (pois eles contribuem negativamente ma fun¢do de maximizacao),
supondo que eles correspondem aos tltimos n — ¢ autovalores, ¢(7") pode ser aproximado por:
q(7%) = nf + Z§:1 ||R;||?, sendo 6§, uma constante. Como ¢ > k, pois ele é um limitante superior
de k, considere R; = Zvieoj 7%, 0 problema pode ser abordado pelo problema de particionamento
de um vetor [22].

Entao, a partir dos autovetores normalizados encontrados, uma sequéncia de vértices foi
definida a partir do caminho definido por uma determinada formiga. A probabilidade de transi¢do
de um vértice para outro foi calculada pela equacgao (4), que, segundo [12], é a probabilidade mais
usada para esse fim. Ao fim da constru¢do do caminho pela formiga, ele serd usado para definir a
particdo final.

() (my)®
> kaes, (k) (k)P

p(j € SplSu) C))
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em que « e 5 sdo pardmetros ajustados experimentalmente e assumem valores maiores do que 1;
Sy C {1,2,...,n}; S, = {1,2,...,n}\S, € um conjunto ordenado de vértices cuja relacdo de
ordem ¢é definida pela posi¢cdo do caminho construido pela formiga no qual determinado vértice
pertence; e 4 € o Ultimo vértice do conjunto ordenado .S,,. Um algoritmo sumarizando os passos
envolvidos na construg@o da solug@o por nossa estratégia € apresentado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Construa Solugédo
1: Entrada: Uma matriz de feromonio, 7, a matriz auxiliar 7, o vetor \ ¢ a matriz R com,
respectivamente, os autovalores e os autovetores normalizados da matriz de modularidade do
grafo G = (V, E)
S, « 0;
Sy 1,2,3,....m;
7«1
Enquanto ( Su # () ) faca
i < Sorteialic, Sy, T, Sy, p, R);
Sy + Su\ic;
ic 1
Sp; +ic;
Jei+ L
: Fim Enquanto
: S <= Encontra Particao(S));
: Saida: A particdo S de V(G)

R e AT A

—_— = =
W N = O

No Algoritmo 2, a fun¢do Sorteia, escolhe o préximo vértice a ser adicionado no
conjunto ordenado S, de acordo com as probabilidades calculadas segundo a equacdo (4) e na
solucgdo parcial da relaxacdo espectral, que é atualizada na matriz n até o momento.

Ap6s a definicdo de uma ordenacdo dos vértices, entdo um algoritmo de programacdo
dindmica adaptado da versdo de [28] foi utilizado para resolver heuristicamente o problema de
particionamento do vetor S do Algoritmo 1.

Portanto, ao fim desse processo, teremos uma parti¢ao definida segundo o caminho cons-
truido por uma determinada formiga.

3.2. Busca Local

A estratégia de busca local usada neste trabalho foi a mesma apresentada em [21]. Ela
consiste na busca na 1-vizinhanca de uma dada parti¢do por particdes de melhor qualidade. Para
mais detalhes a respeito desta estratégia, recomendamos o leitor interessado a referéncia [21], que
tem uma versio resumida no sitio do DIMACS Challenge de 2012°.

3.3. Atualizacdo do Feromonio

Neste artigo, € proposta uma estratégia de atualiza¢do de feromdnio que, segundo [10],
foi a primeira proposta usada para atualizacdo em sistemas de colonia de formigas [11]. Para tal,
todas as solucdes da iteragdo sdo armazenadas em um conjunto €2, e proporcional a qualidade e a
frequéncia de parte das solu¢des desse conjunto e da taxa de evaporagdo de feromdnio, p € (0, 1],
atualizamos a matriz de feromonio 7.

N formigas
Tij=L=pmg+p Y 0 5
k=1
em que 0%, = ¢(7*), sendo que 7* ¢ a k-ésima solugio do conjunto €. Tentamos outra estratégia de

ij
atualizacdo de feromonio, considerando a melhor solucdo até o momento, entretanto, essa maneira

atualmente € a mais bem sucedida.

3http: //www.cc.gatech.edu/dimacs10/papers/%5B12%5D-NascimentoandPitsoulis_v3.pdf
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4. Experimento Computacional

Os experimentos para este trabalho foram todos realizados em um microcomputador In-
tel Core 15 com 6GB de RAM e 2.6GHZ com o sistema operacional Windows 7. Os valores de
parametros utilizados foram obtidos experimentalmente, por meio de uma estratégia que considera
a razdo entre frequéncia e tempo da melhor solu¢do encontrada em determinados intervalos de va-
lores dos parametros. Os melhores valores obtidos e usados nos experimentos para os parametros
MaxIteracoes, nyormigas> @ 3 € p foram, respectivamente, 40, 5, 2, 1 e 0,5. Os grafos usados
neste experimento sdo os grafos benchmark: karate [31] com 34 vértices e 78 arestas; dolphins [20]
com 62 vértices e 159 arestas, lesmis [19] com 77 vértices e 254 arestas; adjnoun [22] com 112
vértices e 425 arestas; afootball [15] com 115 vértices e 613 arestas; jazz [16] com 198 vértices
e 2742 arestas; celegans_metabolic [13] com 453 vértices e 2025 arestas; e email [4] com 1133
vértices e 5451 arestas. Além disso, para cada uma dessas bases, coletamos os melhores resultados
encontrados na literatura, para efeitos de comparacdo da nossa heuristica. Os resultados obtidos
neste experimento estdo sumarizados na Tabela 1.

Tabela 1: Resultados dos experimentos computacionais.

Grafo Melhor Solu¢iao Solucdo Mediana Pior Solucido Melhor Solu¢iao
Valor Tempo Valor Tempo Valor Tempo Valor  Tempo
karate 0,41979 0,12 0,41979 0,10 0,41978 0,11 0,41979 0,00
dolphins | 0,52852 0,51 0,52680 0,44 0,52761 0,43 0,5285 4
lesmis 0,55786 0,65 0,55207 0,67 0,55618 0,65 0,56008 4,00
adjnoun | 0,30406 5.49 0.29363 5.28 0.29811 5.55 0,311 1
afootball | 0,60457 2,79 0,59778 2,82 0,60306 2,74 0,60457 -
jazz 0,44514 7,24 0,44503 6,80 0,44514 6,79 0,44514 -
celegans | 0,42685 78,37 | 0,41852 73,36 | 042274 75,55 0,452 98
email 0,55449  1516,21 | 0,54536  1482,99 | 0,54916 1367,74 | 0,581 -

Como o algoritmo proposto tem uma componente aleatéria, para melhor avaliacdo da
meta-heurfstica proposta, o executamos 10 vezes. Na Tabela 1, apresentamos o melhor resultado,
o resultado mediano e o pior resultado (com relacdo ao valor da modularidade) dentre essas 10
execugdes, com seus respectivos tempos computacionais. Além disso, na tdltima coluna, para fins de
comparagdo, reportamos os melhores valores de solugdo encontrados na literatura e seus respectivos
tempos computacionais, quando disponiveis. Na ordem em que os grafos aparecem na tabela, suas
melhores solugdes foram encontradas nas referéncias [1, 26, 21]; [1]; [1]; [21]; [1, 26]; [13]; [21] e
[26].

Pelos resultados apresentados na Tabela 1, podemos observar que a atual versdo do algo-
ritmo proposto é bem competitivo, entretanto, ainda nao supera os melhores resultados da literatura
(considerando as solu¢des medianas). Os tempos computacionais foram razodveis e ligeiramente
inferiores aos dos tempos disponiveis nos melhores resultados da literatura.

Por meio de uma andlise dos resultados obtidos de acordo com as comunidades geradas
pela heuristica proposta, observamos o comportamento de suas solu¢des com uma anélise grafica.
Tomemos como exemplo a Figura 1. Para obter esta figura, que apresenta a representagdo do grafo
dolphins, utilizamos um algoritmo para representacdo grafica de grafos de [18]. Nesta figura, os
vértices dos grafos, representados pelos circulos, estao preenchidos de acordo com a comunidade
encontrada pelo algoritmo de otimizagdo por coldnia de formigas proposto. Por exemplo, na Melhor
Solugao, temos a melhor solucao encontrada pelo algoritmo nas 10 execucdes do algoritmo, sendo
que os vértices em vermelho pertencem a uma primeira comunidade, em preto a uma segunda
comunidade, em amarelo, a uma terceira comunidade, em azul, a uma quarta comunidade e cinza,
a uma quinta comunidade.

Note que, na Figura 1, as diferencas significativas entre as tr€s particdes sao 0s grupos
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Figura 1: Figuras com, respectivamente, a melhor solucao, a solugdo mediana e a pior solugcdo encontradas para o grafo
dolphins.

com menor ndmero de vértices. A comunidade que, na melhor solugdo tem rétulo azul, tem apenas
5 vértices e nas duas outras particdes, essa comunidade, que parece ser de fronteira, encontra-
se “diluida” na Pior Solucdo, e com elementos de uma outra comunidade, na Solu¢do Mediana.
Uma tentativa de melhoria desse algoritmo, que, a partir da Solugdo Mediana nao convergiu para a
Melhor Solugdo, € considerar outra estratégia de busca local usando a 2-vizinhanga.

5. Conclusoes e Pesquisas Futuras

Neste artigo, apresentamos uma heuristica para o problema de maximiza¢do de modula-
ridade baseado em uma estratégia espectral hibridizada com a meta-heuristica de otimizagdo por
colonia de formigas. Para os experimentos foram considerados grafos benchmark e algoritmos
da literatura que, atualmente, constituem nas melhores estratégias encontradas. Como resultado,
observamos que a meta-heuristica proposta se mostrou bem competitiva, entretanto, nao superou os
resultados da literatura.

O método proposto foi desenvolvido com uma estrutura de dados simples, que, entretanto,
estd em fase de melhoramento para maior intensificacdo da estratégia. Realizamos um estudo das
particdes geradas, os seus padrdes, e temos perspectivas de melhoramento da heuristica de acordo
com os resultados observados até o fim do semestre, quando acaba o projeto da aluna.
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