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RESUMO

O PROBLEMA DA ARVORE GERADORA € 0 PROBLEMA DA ARVORE STEINER visam a obtengdo
de um subgrafo aciclico que conecta um conjunto de vértices terminais e satisfaz algumas propri-
edades. Ambos os problemas t€m aplicacdes importantes em vdrias dreas que envolvem interco-
nexdes de elementos. Seja G um grafo. A drvore de conexdo de um subconjunto W C V(G) é
um subgrafo aciclico e conexo 7' de G tal que W C V(T') e todas as folhas de T estdo em .
Em uma drvore de conexdo, existem trés tipos de vértices: (1) vértices terminais , que sdo aqueles
que pertencem a W; (2) vértices ndo-terminais com grau dois em 7', chamados elos; (3) vértices
ndo-terminais com grau pelo menos trés em 7', chamados roteadores. Motivados por seu grande
potencial de aplicagdo, propomos um novo problema, denominado PROBLEMA DE CONEXAO DE
TERMINAIS (TCP), onde o nimero de vértices ndo-terminais (elos e/ou roteadores) é limitado.
Neste trabalho, provamos casos NP-completos e polinomiais para variantes do TCP. Além disso,
analisamos a complexidade do problema TCP quando os vértices terminais sao folhas, e para o
mesmo problema apresentamos um algoritmo parametrizado, o qual provamos pertencer a classe
FPT, quando o grau maximo, o niimero de rotadores e o nimero de elos sdo limitados.

Palavras-chave: Arvore de Steiner. Arvore Geradora. Avore de Conexdes. Complexidade Com-
putacional. FPT. Teoria e Algoritmos em Grafos.

ABSTRACT
The SPANNING TREE PROBLEM and the STEINER TREE PROBLEM aim at obtaining an acyclic
subgraph connecting a set of terminal points and satisfying some properties. Both problems
have several important network applications. Let G be a graph. A connection tree of a subset
W C V(G) is an acyclic, connected subgraph 7" of G such that W C V(T) and all leaves of T'
are in W. In a connection tree, there are three types of vertices: (1) ferminal vertices, i.e., those
belonging to W; (2) non-terminal vertices with degree two in T, called linkers; (3) non-terminal
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vertices with degree at least three in 7', called routers. Motivated by its large potential applica-
bility, we propose a new problem in graphs, called TERMINAL CONNECTION PROBLEM (TCP),
where the number of non-terminal vertices (linkers and/or routers) is bounded. In this work, we
prove NP-complete and polynomial cases for variants of the TCP. Furthermore, we analyze the
complexity of the TCP when the terminal vertices are leaves, and we present an FPT algorithm
when the maximum degree, the number of routers, and the number of linkers are limited.

Keywords: Steiner tree. Spanning tree. Connection Tree. Computational Complexity. FPT.
Theory and Algorithms on Graphs.

1 Introducao

Em [Prim (1957)], discute-se a relevancia de conectar pontos terminais com custo minimo
de tragos, ou seja, para um determinado conjunto de pontos terminais, o problema consiste
em conectar todos os terminais com conexodes terminal-a-terminal com o menor compri-
mento total possivel (soma dos comprimentos do tracos). Este problema é chamado de
PROBLEMA DA ARVORE GERADORA e tem vdrias aplicagdes em projeto de redes, em par-

ticular em comunicacdo, distribui¢do e redes de transporte.

Outro problema importante € 0 PROBLEMA DA ARVORE STEINER [Hakimi (1971),
Levin (1971)]: dado um grafo G conexo e ponderado e um subconjunto W C V(G), o
problema consiste em encontrar um subgrafo de custo minimo contendo W, onde o uso
de pontos ndo-terminais adicionais, chamados vértices de Steiner, é permitido. Para grafos
nao ponderados, uma arvore de Steiner é um subgrafo conexo 7" de G tal que W C V(7))

e |E(T')| ¢ minimo.

Veja a Figura 1, que ilustra os dois problemas citados.

(i)

Figura 1. (i) Temos que qualquer arvore geradora para W = {u,v,z,y} tem custo minimo
6; (i¢) A arvore de Steiner para W = {u,v,z,y} & a arvore geradora de custo minimo para
W U {z}, cujo valor é 4.

Uma drvore de conexdo para um subconjunto W C V() é um subgrafo aciclico
e conexo 7' de GG, onde W C V/(T) e todas as folhas de T estdo em WW. Claramente, toda
arvore Steiner para W é uma 4rvore de conexdao. Em uma arvore de conexao, existem trés
tipos de vértices : (1) vértices de W', chamados terminais; (2) vértices em V (7')\IW com
grau dois em 7', chamados elos; (3) vértices em V (T')\W com grau pelo menos trés em 7',

chamados roteadores .
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Motivados por potenciais aplicagdes, estudamos a complexidade de determinar se
um grafo ndo ponderado G admite uma arvore de conexao 7' para um dado subconjunto
W C V(G) satisfazendo as seguintes condigdes: (i) V(T') contém no méaximo r rote-
adores; (i) V(T') contém no maximo ¢ elos. A ideia de limitar o nimero de vértices
ndo-terminais surgiu de algumas questdes em seguranca da informagdo em redes, uma
vez que os vértices nao-terminais usados para estabelecer a conex@o podem tentar aces-
sar informagdes privadas compartilhadas apenas pelos terminais. Além disso, em algumas
situacOes, estes limites representam o cendrio real ao criar diferentes estruturas de conexao,
tais como encontrar formas de construir estradas ou ferrovias para conectar um conjunto de

localidades, ou decidir politicas de roteamento através da internet para o trafego multicast.

Note que a determinag¢do de uma drvore de conexdo minima satisfazendo (7) e (iz)
¢ equivalente a determinar uma arvore geradora para W = V(G), quandor = 0e ¢ = 0; e

¢ equivalente a determinar uma drvore Steiner quando r = ¢ = |V(G)\W] .

Neste artigo, provaremos que decidir se existe uma arvore de conexdo 7' satisfa-
zendo (7) e (i) é um problema NP-completo, mesmo quando: (a) o pardmetro ¢ € um valor
constante fixo; (b) o parAmetro r é um valor constante fixo. Por outro lado, mostraremos
que, quando os dois parametros sdo fixos, o problema pode ser resolvido em tempo poli-
nomial. Ainda neste trabalho, analisaremos a complexidade do problema E-TCP, variacao
do problema TCP onde exige-se que todos os vértices de I sejam folhas da arvore de co-
nexdo. Dentre os resultados obtidos para o problema E-TCP, mostramos que o problema
permanece NP-completo quando o grafo de entrada possui grau maximo 6 e o nimero de
elos exigidos na drvore de conexao € limitado por uma constante. Além disso, apresenta-
mos um algoritmo parametrizado que prova que o problema é tratdvel por pardmetro fixo

quando o grau maximo, o nimero de roteadores e o nimero de elos sdo parametros.

2 Complexidade Computacional

O PROBLEMA DA ARVORE GERADORA é bem conhecido por ser soluciondvel em tempo
polinomial [Prim (1957)]; em contrapartida, encontrar uma 4rvore de Steiner é NP-dificil
[Garey (1990)]. Em [Dreyfus (1972)], Dreyfus e Wagner apresentaram um algoritmo que,
utilizando como ferramenta a programacdo dinamica, obtém uma arvore de Steiner em
tempo O(n?® + n?2*~! + n3k~1), onde k é um pardmetro que representa o nimero de
terminais; este resultado (obtido de forma independente por Levin [Levin (1971)]) implica
em um algoritmo de tempo polinomial quando £ € limitado por um valor constante ou por

uma fungio de ordem O(logn).

Definimos o PROBLEMA DE CONEXAO DE TERMINAIS da seguinte forma:
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PROBLEMA DE CONEXAO DE TERMINAIS — TCP

Instancia: Um grafo conexo G, um subconjunto W C V(G), e dois
inteiros ndo negativos £ e r.

Questao: O grafo G contém uma arvore de conexdo 7' com no

maximo ¢ elos e r roteadores?

Claramente, o TCP estd em NP, pois é facil verificar se uma arvore 7' conecta
W usando no méaximo ¢ elos e r roteadores. Definindo valores constantes para alguns

parametros do TCP, trés variantes sao formuladas:

e TCP(/) - versdo do TCP com / limitado por uma constante;
e TCP(r) - versdao do TCP com r limitado por uma constante;

e TCP (¢, r) - versdo do TCP com ¢ e r limitados por constantes.

Note que TCP(0, 0) é equivalente a encontrar uma arvore contendo apenas vértices
de W.

Teorema 1. TCP({) é NP-completo.

Prova. A prova utiliza uma reducido do problema 3-SAT. Mostramos que, dada uma
formula booleana F' com m clausulas e n varidveis, existe uma atribuicao de valores
verdadeiro e falso as varidveis de F' que a satisfacam se e somente se, no grafo
associado G, existe uma arvore de conexdo para um subconjunto especifico W C V(G)
com r = 2n + 1 roteadores e ¢ = 2 elos. (Para outros valores de ¢, mesmo para ¢ = 0, a

prova pode ser facilmente adaptada.)

Dada uma férmula booleana F' com m clausulas e n varidveis onde cada clausula

contém exatamente 3 literais, construimos um grafo associado GG da seguinte forma:

e Para cada cldusula C; de f, crie trés vértices cj, c3, ¢} em G
e Para cada varidvel X; de F', crie um subgrafo g;, composto pelos vértices z;, t,,,
1,2 1 2 2 .
qu',’ W:pi’ Wy, € pelas arestas (wxiv xi)’ (xia tfﬁz)’ (tl‘w w:pi)’ (wxiv fl'z)’ (fa?m xi)’

e Crie o subgrafo g que consiste nos vértices f, w}, wj%, I', I? e nas arestas (f, 1),
(fv ZQ)’ (lla w})’ (l27 w]%);
e Para todo i, adicione uma aresta (f, x;) a G;
e Adicione as arestas (t,,, cj), (ts,,c5) € (t
o literal X;;
3

e Adicione as arestas (fs,,cj), (fz,,¢5) € (fz,,C}) se e somente se a cldusula C;

v C;) se e somente se a clausula C; contém

contém o literal X;

e Inclua em W vértices w}, w]%, w, , Wi, c}, c?- e cg? (para todos o0s i, j).

Inicialmente, provaremos que, se F' € satisfativel, entdo o grafo associado G contém

uma arvore de conexdo 7' com r = 2n + 1 roteadores e ¢ = 2 elos. Por constru¢do, o

subgrafo g deve estar contido em 7'. Para todo i adicionamos a 1" as arestas (f,z;) e
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(x;, wi) Seja A uma atribuicdo de verdade para F'. Suponha que cada varidvel torna pelo
menos uma cldusula de /' verdadeira (€ facil ver que tal atribui¢cdo sempre existe se F' €
satisfativel). Adicione a aresta (x;,t,,) a T se a varidvel X; =verdadeiro em A; caso
contrdrio, adicione a aresta (z;, fz,).

Se t,, (ou f,,) pertence a T', entdo adicione a aresta (t,,, w2 ) (ou (f,,,w2))aT.

Para cada vértice ¢, (ou f,,) em 7, escolha um novo vértice c* e insira uma aresta entre

J
ta, (Ou f,) e ¢ em T (Os vértices ¢} sdo folhas de T'.) Finalmente, para cada vértice
ainda ndo incluido em 7', insira em 7" uma aresta de G conectando cf a algum vértice ¢,
ou f,. jdem T'. Neste ponto, 7' é uma arvore de conexao para W contendo os dois elos em

gy, € tendo como roteadores os vértices f,x1, o, ..., T, €, ou f,, paracada z;.

Por outro lado, se GG contém uma arvore de conexao para W utilizando no maximo
r = 2n + 1 roteadores e ¢ = 2 elos, entdo por construcdo 7" usa /; e l; como elos. Como z;
€ o Unico vizinho de w;,i em GG, x; € um roteador em 7" (para todo 7). Cada vértice x; em T é
incidente a apenas uma das arestas (z;, t,,) € (x;, f.,), pois, caso contrario, isso implicaria
a existéncia de mais do que 2n + 1 roteadores. Em outras palavras, isso mostra que ou
ty, ou fy, é um roteador para todo 7 por causa de w7 , pois esses vértices mais o vértice f
e os vértices z; totalizam no minimo 2n + 1 roteadores. Isto implica diretamente que f,,
ndo estd em 1’ se t,, esta, e vice-versa. Consequentemente, x; tem grau 3 e € adjacente a
f. Cada vértice cg? em 7' € adjacente a exatamente um vértice, caso contrario 7' conteria
um ciclo. Assim, podemos construir uma atribui¢ao A para F' da seguinte forma: atribua
X; =verdadeiro se e somente se ¢, pertence a 7. Uma vez que cada cﬁ? ¢ adjacente a

um vértice ¢, ou f,,, pela constru¢do A € uma atribuicdo que satisfaz F'.

Note que para qualquer valor de [ podemos construir um novo grafo para a reducao.
Para isso, basta adicionar novos vértices [; e w; para o mesmo grafo, conforme feito para

os vértices [y, lo, w} e w)%.

A Figura 2 mostra o grafo G construido a partir da formula F' = (z1+xzo+x3).(T1+
T3 + T3).(r1 + T3 + x3), e a Figura 3 ilustra a drvore de conexdo 7" de GG para W usando
{ = 2 elos e r = 7 roteadores.
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Figura 3. Uma arvore de conexao 7 para V.

Teorema 2. TCP(r) é NP-completo.

Prova. Esta prova utiliza uma reducio a partir de um problema muito interessante descrito
em [Garey (1990)]:

DEGREE CONSTRAINED SPANNING TREE - DCST
Instancia: Um conexo grafo H e um inteiro positivo k.
Pergunta: Existe uma arvore geradora para H em que nenhum

vértice tem grau maior do que k?
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De acordo com [Garey (1990)], DCST € NP-completo para qualquer inteiro fixo
k > 2. Denote por DCST(2) a versdo de DCST para k = 2, que € equivalente a0 PROBLEMA
DO CAMINHO HAMILTONIANO [Garey (1990)].

A partir de uma instincia H de DCST(2), crie uma instancia G de TCP(r) parar = 0

da forma a seguir. (A prova pode ser facilmente adaptada para outros valores de 7).

(1) Inicialmente, faca V(G) = V(H).

(2) Para cada vértice v; € V(G) faga: (a) crie dois vértices v} e v em G; (b) atribua
a v, e v/ em G a mesma vizinhanga de v; em H; (c) adicione as arestas (v;, v}) e
(vi,v) em G.

(B)Facal=2n,r=0eW ={v; |1 <i<n}.

Note que todos os vértices em W tém grau dois em G.

Se H contém uma arvore geradora 7" em que nenhum vértice tem grau maior do

que 2, podemos construir uma arvore de conexao 7' para W usando no maximo ¢ = 2n

elos e 7 = 0 roteadores. Para cada aresta (v;,v;) em 7", basta adicionar as arestas
/ / / / / ! 34 : 1/ 1

(vi, v), (vi, v5), (v5,v5) a T. (Se v; ou v} jd pertence a T', substitua-o por v} ou vy, res-

pectivamente).

Por outro lado, a partir de uma arvore de conexdo 7' para I/ com no maximo 2n
elos e sem roteadores, podemos construir uma arvore geradora 7” de H (que é um caminho
Hamiltoniano), adicionando uma aresta (v;, v;) a7” se e somente se existe um caminho em

T entre v; e v; cujos vértices internos sdo todos elos.
Teorema 3. TCP({, 1) pode ser solucionado em tempo polinomial.

Prova. A prova € baseada no seguinte algoritmo: para cada par L, R de subconjuntos tais
que L,RCV(G)\W,LNR=0,|L| <lel|R| <r,siga os passos abaixo:

(1) Faga G’ = GIW U LU R]

(2) Para cada floresta geradora 7' de G’ obtida escolhendo duas arestas de G’ inciden-
tes a v para cada v € L e trés arestas de GG’ incidentes a w para cada w € R, onde
degr(v) = 2 para cada v € L faga

Se T é conexo entdao retorne 7' senao
Seja § = E(G)\(E(T) U E(G[L))):
Enquanto 7 nao for conexo ou S nao estiver vazio faca
Remova uma aresta e de S e insira e em 7', desde que 7"+ e
ndo contenha ciclo.

Se T é conexo entao retorne 1

O algoritmo acima retorna uma arvore de conexdo para W utilizando os vértices

em L como elos e os vértices em 2 como roteadores, caso esta arvore exista. O algoritmo
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considera O(nn") pares de subconjuntos L, R. A linha (2) considera O(n?*n®") subgrafos
T, onde um tempo O(n) é necessario para verificar se cada 7' é um subgrafo gerador
e aciclico. As restantes operagdes sdo facilmente feitas feitas em tempo O(n + m). A

complexidade geral €, portanto, O (n3*4+1m). 4

3 Conexao de Nos Estritamente Terminais

O problema TCP consiste em conectar um conjunto W C V(&) utilizando no maximo ¢
elos e r roteadores. Sem perda de generalidade, podemos considerar que em uma arvore de
conexdo 7' todas as suas folhas sdao vértices pertencentes a 1. Como podemos observar,
nao necessariamente todos os vértices de W sao folhas em uma arvore de conexao; ha
arvores onde vértices em I possuem grau maior ou igual a dois, fazendo portanto a funcao

de elos ou roteadores.

No entanto, ha aplicacdes em que espera-se que os nds terminais sejam folhas da
arvore de conexao, ou seja, estes nao podem simular um elo ou um roteador. Denotamos
por E-TCP uma versao do problema TCP onde deseja-se determinar se existe uma arvore de
conexdo 7' para um conjunto W de vértices utilizando no méaximo ¢ elos e r roteadores, tal

que todos os vértices de W sdo folhas em 7.

CONEXAO DE NOS ESTRITAMENTE TERMINAIS — E-TCP
Instancia: Um grafo conexo G, um subconjunto W C V(G), e dois
inteiros ndo negativos ¢ e r.

Questao: O grafo GG contém uma arvore de conexdao 7' com no
maximo / elos e r roteadores, tal que V' (7') N W é o conjunto das
folhas de T'?

Lema 4. TCP < E-TCP.

Prova. Seja (G,W,r,¢) uma instincia do problema TCP. Construimos uma instincia
(G", W' 1" {) do problema E-TCP da seguinte forma:
(i) FacaG' = Ge W' =W,
(ii) Para cada vértice v; € W' crie um vértice v; com a mesma vizinhanga de v; em G,
remova todas arestas incidentes a v; e adicione a aresta (v;, v}) a G';
(iii) Para cada vértice v, recentemente criado, crie um segundo vértice v/, adicione a
aresta (v}, v!), e faga W' = W' U {v/'};
(iv) Faca 0! =ler' = |W|+r.
Seja S = V(G)\(W U {v! : Yo € V(G")}). Note que G[S] é um grafo isomorfo
a G. Além disso, todo vértice v, serd roteador em qualquer drvore de conexdo para W’ em
G'. Sendo assim, € facil ver que GG possui uma arvore de conexao para WV utilizando ¢ elos
e r roteadores se e somente se G’ possui uma arvore que conecte W' utilizando ¢/ = ¢ elos

er’ = |W|+ rroteadores.
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Corolario 5. E-TCP({) é NP-completo.

Prova. Segue diretamente da prova apresentada no Lema 4, ou alternativamente, da prova

apresentada no Teorema 1.
Lema 6. E-TCP(/, 1) pode ser solucionado em tempo polinomial.

Prova. O algoritmo apresentado no Teorema 3 pode ser facilmente adaptado para preser-

var a condicao dos vértices em IV serem folhas. [
Teorema 7. TCP(¢) e E-TCP({) permanecem NP-completos em grafos com grau mdximo 6.

Prova. O Teorema 1 demonstrou por uma redug¢do do problema 3-SAT que TCP(/) e
E-TCP({) sdo problemas NP-completos. No entanto, o problema 3-SAT permanece NP-
completo mesmo quando cada varidvel ocorre no maximo trés vezes e cada literal ocorre no
maximo duas vezes [Garey (1990)]. Se considerarmos essa restricdo em nossa construc¢ao,
temos que o unico vértice com grau maior que 6 no grafo obtido é o vértice f. Todavia,
podemos substituir f na constru¢do por uma subgrafo 7' composto por uma drvore bindria
completa com n (nimero de varidveis) folhas, sendo cada folha vizinha de um vértice x;
e a raiz de T vizinha de [, e [,. Para finalizar a construcdo, cada vértice em 7 diferente
da raiz serd vizinho de dois novos vértices (vértices pendentes) que serdo adicionados ao

conjunto V.

Neste ponto, o grafo resultante GG possui grau maximo 6 e possuird uma arvore que
conecta I utilizando 2n + |V (1) \ W/| roteadores e 2 elos se e somente se a formula £’

associada for satisfativel.

4 Algoritmo Parametrizado

A teoria de complexidade parametrizada [Downey (1995)], proposta em 1995, surgiu como
uma alternativa promissora para se trabalhar com problemas NP-dificeis, que passam a ter
um conjunto K de parametros fixos adicionais a entrada. O interesse em parametrizar tais
problemas se deve ao fato de que, em muitos casos, somente uma pequena faixa de valores
de parametro € realmente importante na pratica. Logo, a intratabilidade (aparente) desses
problemas no caso geral € indevidamente pessimista. Analisando-se mais profundamente a
estrutura da entrada (considerando-a com um conjunto de parametros adicionais), tenta-se

limitar a explosdo combinatdria aparentemente inevitavel na solu¢do do problema.

Muitas vezes, determinar o custo minimo para a produ¢dao de uma empresa, ou 0
lucro méximo que esta poderd obter, por exemplo, sdo problemas dificeis de serem resol-
vidos. No entanto, na pratica, as empresas geralmente necessitam determinar apenas se €
possivel efetuar a producao com um determinado or¢amento ou verificar se € possivel cum-
prir uma determinada meta de venda/lucro. Sendo assim, € possivel adicionar aos proble-
mas de custo minimo ou lucro maximo destas empresas parametros fixos adicionais, como

um orcamento ou uma meta, dando origem as suas versdes parametrizadas, que podem
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ser mais faceis de serem solucionadas (menos complexas) € a0 mesmo tempo satisfazer
as necessidades requeridas. Perante estes fatos, observa-se que a Teoria da Complexi-
dade Parametrizada modela perfeitamente esta realidade; muitos problemas considerados
intrataveis (a menos que P = N P) sob o ponto de vista tedrico, na prética sao trataveis

por parametro fixo.

Segundo a complexidade parametrizada [Flum (2006), Niedermeier (2006)], dado
um conjunto K de parametros (fixados com valor constante), um problema NP-dificil
IT € dito tratdvel por parametro fixo (F'PT') para K se, uma vez adicionando K a sua
formulagdo, for possivel desenvolver um algoritmo que solucione II em tempo f(K)n<,
onde n € o tamanho da entrada, f(K') ¢ uma fungdo arbitraria (possivelmente exponencial)

em K e o é uma constante independente de n e K.

Definicao 8. Seja II um problema. Entdo 11 € FPT com relacdo a um conjunto de
pardmetros K se e somente se existe um algoritmo A para solucionar 11 com tempo de

execucdo f(K).n°Y, onde f() é uma fungdo arbitrdria.

Dentre os métodos para constru¢do de um algoritmo F'PT, o método da arvore
de busca limitada € provavelmente o mais facil de ser aplicado, e é baseado no seguinte
fato. Muitos problemas combinatérios podem ser solucionados através de algoritmos que

podem ser decompostos em duas partes distintas:

e Primeiramente, com o algoritmo computamos, talvez de maneira ineficiente, algum
espaco de busca que € com frequéncia uma arvore de busca de tamanho exponen-
cial.

e Em seguida, executamos algum algoritmo relativamente eficiente para os ramos das

arvores, em geral baseado na busca em profundidade.

A complexidade exponencial do pior caso de tais algoritmos provém de instancias
que necessitam percorrer completamente a arvore. Para o propdsito de parametrizacdo, a
principal observag¢do é que para muitos problemas parametrizados, o tamanho da arvore
depende somente dos parametros. Desta forma, para parametros fixos, o espagco de busca

possui tamanho constante e o algoritmo € entdo eficiente para cada parametro fixo k.

Teorema 9. E-TCP pode ser solucionado em tempo f(A,r, £).n°W).

Prova. Construimos uma arvore enraizada de altura r + ¢ 4 1 da seguinte forma.

Rotule a raiz da arvore com dois conjuntos vazios. Escolha um vértice w; € W;
note que qualquer drvore de conexao de W (onde W consiste nas folhas) deve conter para
o vértice w; € W uma aresta (w;,v) € E(G) tal que v ¢ W. Sendo assim, criamos
nods-filhos da raiz correspondendo a estas d(w;) possibilidades. Assim, cada né filho é
rotulado com os conjuntos {(w;,v)} e {w;}. O conjunto de arestas do rétulo de um no re-
presenta uma “possivel” subarvore de conexao para ¥/, e o conjunto de vértices representa

os vértices que ndo precisam ser mais analisados na constru¢do da arvore de conexao.
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A construcao da arvore de conexao seguird uma busca em largura. Assim, no se-
gundo passo, serd analisado o primeiro né filho criado a partir da raiz. Neste ponto, seja v o
vértice tal que (w;, v) pertence ao conjunto de arestas do rétulo do n6 em anélise e v ¢ W.
Como v nio sera terminal temos duas possibilidades: (i) v € um elo na arvore de conexao;
neste caso v possuird mais uma aresta no conjunto de arestas da arvore de conexao; (ii) v €
um roteador na drvore de conexao; neste caso v possuird pelo menos mais duas arestas no
conjunto de arestas da arvore de conex@o. Sendo assim, criamos nds-filhos do né corrente

para cada uma destas 2471

possibilidades, onde cada né-filho sera rotulado com o conjunto
de arestas de seu n6 pai acrescido de um subconjunto distinto de arestas de v. O conjunto
de vértices do rétulo deste né criado serd formado pelo conjunto de vértices do rétulo do

seu nd-pai acrescido do vértice v.

De uma forma geral, para cada né rotulado com um conjunto S de arestas e um
conjunto X de vértices, escolhemos um né em V' (S) \ X e criamos nés-filhos para cada
uma das possibilidades deste n6 (ser elo ou roteador), desde que as arestas adicionadas ao

conjunto de arestas ndo gerem ciclos.

Se criamos um né de altura no maximo r + ¢ + 1 na arvore de busca e o conjunto
de vértices do rétulo do né contém W entdo o conjunto de arestas do rétulo deste né forma
uma arvore de conexdo utilizando no maximo r -+ ¢ roteadores e elos. Desta forma, a
construgado da arvore de busca terd a seguinte condi¢ao de parada da ramificacdo de um no:
(a) atingir altura igual a r 4+ ¢ + 1; (b) o rétulo possuir mais do que 7 roteadores na arvore
de conexdo formada pelo seu conjunto de arestas; (c) o rétulo possuir mais do que ¢ elos

na arvore de conexdo formada pelo seu conjunto de arestas.
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Dada a nossa arvore de busca, haverd uma arvore de conexao satisfazendo as condi¢oes

exigidas para um determinado conjunto W de vértices se € somente se alguma das folhas
desta arvore representa uma configuragao contendo no maximo /¢ elos, r roteadores e co-

nectando todos os vértices em W.

Como a 4rvore de busca possui altura no maximo r + ¢ + 1 e grau maximo 22! a

complexidade de tempo do nosso algoritmo sera O((2Af1)T+e+1m), como requerido.

Corolario 10. E-TCP pertence a classe FPT.

5 Conclusao

Problemas relacionados a conexdao de nés em uma rede sd@o problemas combinatérios de

grande interesse, e possuem diversas aplicacdes praticas.

Neste trabalho analisamos o problema de decidir, em uma determinada rede, se
existe uma arvore de conexao que conecta um determinado nimero de terminais utilizando

um numero restrito de roteadores € elos.

Dentre os resultados obtidos, provamos que dado um grafo G e um conjunto W C
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V(G), determinar se existe em GG uma arvore que conecta W utilizando no méximo r
roteadores e ¢ elos € NP-completo quando 7 ou ¢ sdo constantes. Porém, quando ambos os
valores sdo limitados por constantes, o problema por ser solucionado em tempo polinomial.
Além disso, analisamos a variacdo do problema onde todos os vértices em W devem ser
folhas na arvore de conexdo. Dentre os resultados obtidos, provamos que o problema
permanece NP-completo mesmo se o grafo de entrada possui grau maximo 6 e o ntimero de
elos é fixado por uma constante. Também apresentamos um algoritmo parametrizado que
prova que esta variagdo do problema € tratdvel por parametro fixo quando o grau maximo,

o numero de roteadores e o numero de elos sao utilizados como parametros.
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