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RESUMO

Embora néo se conhegam algoritmos eficientes para resolvé-los, problemas NP-dificeis
estdo com frequéncia presentes em situacdes reais que demandam solucdo, justificando o interesse
por abordagens heuristicas e algoritmos aproximativos. Uma dessas situacdes é a da alocacdo de
switches WDM (Wavelength Division Multiplexing) em redes 6ticas. Tais switches s@o dispositi-
vos sofisticados e caros, portanto minimizar sua quantidade em uma rede torna-se desejavel. O
problema em que estamos interessados pode ser modelado formalmente como se segue: dado um
grafo conexo G, encontrar uma arvore geradora T’ de G que possua a menor quantidade possivel
de ramificagdes, ou seja, que minimize o ndmero de vértices v com grau dp(v) > 3. Apresenta-
mos novas heuristicas para o problema, conseguindo resultados superiores aos obtidos por aquelas
anteriormente propostas na literatura.

PALAVRAS CHAVE. Grafos, Arvore Geradora, Ramificacoes, Heuristica.

ABSTRACT

Although there are no known efficient algorithms for solving NP-hard problems, such
problems frequently arise in practical situations which demand best-effort solutions, hence the in-
terest in approximation algorithms and heuristic-based approaches. One of these situations is the
allocation of WDM (Wavelength Division Multiplexing) switches in optical networks. Such devices
are quite expensive, therefore it is an important task to minimize their number in the network. The
problem we are interested in can be formally described as follows: given a connected graph G, find
a spanning tree 7" of G’ which presents the smallest number of branches, i.e., vertices v with degree
dp(v) > 3. We introduce novel heuristics for the problem, obtaining better results when compared
to those previously proposed in the literature.
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16 a 19

Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca PUblica Setembro de 2014

Salvador/BA

2977



x L\/[ SIMPOSI0 BRASILEIRO DE PESRQUISA OPERACIONAL

Pesquisa Operacional na Gestao da Seguranca PUblica

1. Introducao

O Problema da Arvore Geradora com Nimero Minimo de Ramifica¢des (PAGNMR) foi
apresentado em [Gargano et al. 2002], e pode ser definido da seguinte forma: dado um grafo G
conexo, nao direcionado e sem pesos em suas arestas, encontrar uma arvore geradora 1" de G que
possua a menor quantidade possivel de vértices com grau maior ou igual a trés em 7. Tais vértives
sao chamados de ramificacoes de T

A motivacdo pratica para o PAGNMR surgiu da necessidade da alocacdo de switches
especiais chamados WDM (Wavelength Division Multiplexing) em redes 6ticas multicast. Tais redes
utilizam um mecanismo de multiplexacdo por divisdo de comprimento de onda, o WDM, pelo qual
¢ possivel ter multiplos feixes de luz trafegando em um mesmo cabo de fibra 6tica, desde que os
feixes utilizem comprimentos de onda diferentes. Um light path € um caminho percorrido por um
feixe otico, isto €, uma sequéncia de enlaces de fibra conectando nds consecutivos em uma rede.
A tecnologia dos switches 6ticos WDM permite a divisdo do feixe de luz, estendendo o conceito
de light paths para light trees [Gargano et al. 2004]. Utilizando uma light tree € possivel realizar a
comunicagdo multicast em uma rede 6tica de um né origem para multiplos nds destinos. Em outras
palavras, € possivel que switches WDM copiem dados diretamente no dominio 6tico (pela divisao
do feixe de luz). Isto se traduz em uma grande vantagem em relacdo ao multicast eletronico, que,
ao invés de dividir o feixe de luz, copia pacotes de dados de um ponto a outro utilizando buffers
de armazenamento tempordrio [Gargano et al. 2002]. No entanto, esse sofisticado tipo de switch é
bastante caro, de forma que minimizar sua quantidade em uma rede torna-se tarefa importante.

Esse problema de ordem prética foi formulado no dmbito da otimizagdo combinatéria. A
minimizacdo de switches WDM em uma rede se traduz na minimizagao de vértices com grau alto
(maior ou igual a trés) em uma arvore que conecte todo o grafo correspondente a rede em questao.
Note que tais vértices indicam exatamente a necessidade de se dividir o feixe de luz, ao invés de
apenas retransmiti-lo adiante.

O PAGNMR claramente estende o cldssico problema de se encontrar um caminho ha-
miltoniano em um grafo: dado um grafo G com n vértices, deseja-se encontrar um caminho que
percorra todos os n vértices do grafo GG passando uma unica vez por cada vértice. De fato, uma
vez que um caminho hamiltoniano é uma drvore geradora sem qualquer ramificacdo, o nimero
de ramifica¢des na solugdo 6tima do PAGNMR para a instdncia G serd zero se, e somente se, G
possui caminho hamiltoniano. Uma vez que decidir se um grafo admite caminho hamiltoniano é
problema NP-completo [Garey e Johnson 1979], fica estabelecida a NP-dificuldade do PAGNMR.
Sendo assim, ndo apenas sdo desconhecidas quaisquer maneiras de se encontrar solugdo 6tima
para o PAGNMR em tempo polinomial, como também a existéncia de uma tal maneira implicaria
P = NP, resolvendo um dos problemas mateméticos em aberto mais importantes de nossos tempos.
Dessa forma, abordagens pragmaéticas para solucionar o PAGNMR compreendem a utilizacio de
métodos ndo-exatos como heuristicas e algoritmos aproximativos.

Métodos baseados em heuristicas sdo maneiras de se obter solu¢des boas, na pratica, ainda
que ndo sejam necessariamente as melhores possiveis. Por serem computadas em tempo polinomial
no tamanho da entrada e possuirem qualidade aceitdvel, sao por vezes o melhor caminho a se seguir.
Algoritmos aproximativos, de forma semelhante, buscam solugdes que estejam comprovadamente
dentro de certa janela de proximidade da solu¢do 6tima, ainda que esta dltima nao seja conhecida.

Neste trabalho, apresentamos uma nova heuristica para 0 PAGNMR. Trata-se, em ver-
dade, de uma série de modificagdes em relacdo ao algoritmo proposto em [Silva 2011]. Tais
modificagdes lograram obter, nos testes realizados, resultados superiores aqueles conseguidos pela
versdo original do referido algoritmo, que por sua vez obtivera resultados melhores que os de
[Cerulli, Gentili e lossa 2009], onde 0 PAGNMR havia sido abordado por meio de heuristicas com
ponderacdo de arestas e coloragao de vértices.

Empregaremos ao longo do texto a notagdo dg(v) para indicar o grau do vértice v no
grafo G, e usaremos V' (G) e E(G), respectivamente, para indicar os conjuntos de vértices e arestas
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Algoritmo 1 Algoritmo de Refinamento Iterativo

Entrada: um grafo GG conexo

Saida: uma arvore geradora T' de G com poucas ramificagdes
1: atribua pesos aleatdrios as arestas de G

2: obtenha pelo algoritmo de Kruskal uma arvore geradora 1" de G com peso minimo
3: Tnethor < T
4: repita
5: substituicdo_feita < falso
6:  determine a lista L. com todas as possiveis arestas de corte
7:  enquanto substituicdo_feita = falsoe L. # () faca
8: escolha a melhor aresta de corte u.v. dentre as arestas em L.
9: T+ T — ucv,
10: remova u.v. de L,
11: determine a lista L,, com todas as possiveis arestas de reposicao
12: enquanto L, # () faca
13: escolha a melhor aresta de reposi¢do u,, v, dentre as arestas em L,
14: T T + uyvy
15: remova u,v, de L,
16: se a troca de u.v. por u,v, é vantajosa entao
17: Tnethor < T
18: substituicdo_feita ¢ verdadeiro
19: senao
20: T+ T — upv,
21: fim se
22: fim enquanto
23: se substituicdo_feita = falso entao
24: T+ T+ ucve
25: fim se

26:  fim enquanto
27: até substituicdo_feita = falso
28: retorne T,,cihor

de G,comn = |V(G)| e m = |E(G)|. Seja e = uv uma aresta do grafo G, e seja S um subgrafo
de G. Denotaremos por S + e o grafo cujo conjunto de vértices é V' (S) e cujo conjunto de arestas
¢ E(S) U{e}, e denotaremos por S — e o grafo com o mesmo conjunto de vértices e com conjunto
de arestas £(5) \ {e}.

2. Algoritmo de Refinamento Iterativo

O algoritmo de refinamento iterativo (RI) apresentado em [Silva 2011] para o PAGNMR
estd baseado na pesquisa de [Deo e Kumar 1997], que propde um método geral para encontrar
solugdes para problemas de otimizacdo em drvores geradoras. Descrevemos a seguir o algoritmo
RI, que € dado em pseudocédigo como Algoritmo 1.

Dado um grafo GG conexo, ndo direcionado e sem pesos nas arestas, o primeiro passo do
algoritmo RI para 0 PAGNMR ¢ atribuir pesos aleatérios as arestas de G. A seguir, é computada
uma solucio inicial para o problema na forma de uma arvore geradora de peso minimo 7' de G,
sendo para isso utilizado o algoritmo classico de [Kruskal 1956]. De posse dessa solucdo inicial,
o algoritmo entra em seu lago principal, fazendo a cada iteragdo uma troca entre arestas: sai uma
aresta da arvore T, dita aresta de corte, e entra em seu lugar uma aresta de G \ 7T, dita aresta de
reposicdo. Isto € feito desde que as duas condi¢des seguintes sejam atendidas:
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e atroca preserve a conexidade e a aciclicidade de T, isto €, o novo subgrafo 1" obtido continue
a ser uma arvore geradora de G e

e atroca seja vantajosa (segundo algumas heuristicas gulosas, como veremos a seguir).

A cada iteracdo, é gerada uma lista L. com as possiveis arestas de corte, isto €, com todas
as arestas que siao naquele momento candidatas a serem removidas “vantajosamente” de 7'. A lista
L. serd entdo percorrida para se determinar a aresta e, = v, que possibilitar uma maior melhoria
em 1" segundo determinados critérios. Apds a remocdo de e., teremos momentaneamente uma
floresta T' — e. com duas drvores 17 e T5. Para a escolha da aresta de reposi¢do, que reconectard
Ty a Ty, é selecionada (de uma lista L, com todas as possiveis candidatas) a aresta e, = u,v,,
caso exista, que apresente a menor desvantagem (segundo aqueles mesmos critérios) ao ser incluida
na arvore geradora. Caso ndo seja possivel reconectar 77 a Th, ou se a troca de e, por e, nao for
vantajosa, a aresta e, ndo serd removida, dando vez a outra possivel aresta de corte. O algoritmo
continua até que ndo haja mais trocas vantajosas, retornando entfio a arvore geradora corrente 7' e
encerrando sua execugao.

As escolhas da melhor aresta de corte (linha 8 do Algoritmo 1) e da melhor aresta de
reposi¢do (linha 13) — assim como a comparagao entre a arestas de corte e de reposi¢ao escolhidas
para verificar se é vantajoso trocar a primeira pela segunda (linha 16) — sdo feitas segundo um
critério heuristico que se baseia em pardmetros bem definidos. E precisamente a defini¢do desses
parametros que ird orientar, portanto, toda a execucao do algoritmo e a qualidade da solucdo por ele
retornada.

Seja T"uma arvore geradora de G, e seja e = uv uma aresta de 7'. O critério originalmente
utilizado pelo algoritmo RI baseia-se nos dois pardmetros seguintes, associados a e:

e alfa— ar(e): é a quantidade de ramifica¢des de 7' em que a aresta e incide, podendo ser 0, 1
ou 2, segundo a férmula abaixo:

ar(e)= Y br(a),

ze{u,v}

onde
0, se dp(z)<3,

1, se dr(x)>3;

e sigma—op(e): é o somatério dos graus dos vértices x e y em T', desconsiderando-se a propria
aresta e, segundo a férmula abaixo:

or(e) = E dr(z) | —2.
ze{u,v}
Utilizando esses dois pardmetros, as arestas sdo avaliadas da seguinte maneira:

e escolha da aresta de corte: dentre todas as arestas da lista L., € escolhida aquela que possuir
0 maior o, com empates sendo resolvidos pelo critério de possuir o maior or;

e escolha da aresta de reposicao: dentre todas as arestas da lista L., é escolhida aquela que
possuir o menor o, com empates sendo resolvidos pelo critério de possuir 0 menor or.
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A avaliagcido de uma possivel troca é feita de maneira andloga. Seja T” a arvore geradora
de G que ¢é obtida de T pela troca de uma aresta e, € 1" por uma aresta e, € G \ 7. Tal troca é
considerada vantajosa se:

e ap(e,) < ar(e:),ou

o ar(e;) = ar(e:) eor(er) < or(ec).

A justificativa dos critérios acima € baseada no “nivel de infra¢do” dos vértices incidentes
as arestas avaliadas: se um vértice é ramificacdo, ele é mais infrator do que outro que ndo o seja;
como critério de desempate, quanto mais alto o grau de um vértice, mais infrator considera-se
aquele vértice.

3. Novas heuristicas para o algoritmo de Refinamento Iterativo

Mantendo a mesma estrutura bésica do algoritmo RI proposto em [Silva 2011] com mu-
dancgas apenas pontuais, mas empregando novos critérios heuristicos para as avaliacdes das trocas
de arestas, conseguimos obter resultados experimentais significativamente melhores. Detalharemos
a seguir as modifica¢des propostas.

3.1. Alteracao da solucio inicial

Como ponto de partida, o algoritmo RI original emprega o algoritmo de Kruskal, de com-
plexidade O(mlogn). Para executd-lo, sdo atribuidos pesos aleatdrios as arestas do grafo. Nao
vemos, no entanto, justificativa para partir de uma arvore geradora inicial de peso minimo, se os
pesos em questdo sdo, de todo modo, escolhidos aleatoriamente. Alteramos, portanto, o primeiro
passo do algoritmo, que passa a efetuar uma simples busca em largura, de complexidade linear
O(n 4+ m), determinando como solugdo inicial a drvore de largura obtida. Ndo observamos qual-
quer prejuizo na qualidade das solu¢des encontradas.

3.2. Novos critérios de refinamento

Para a implementacdo de novos critérios de escolha das arestas de corte e reposicao, defi-
nimos os seguintes pardmetros, onde 7' ¢ novamente uma arvore geradora do grafo de entrada G, e
e = uv é uma aresta de 7"

e beta — Br(e): indica a diferenca entre a quantidade de ramificagdes que existem no conjunto
{u,v} com e sem a presenca da aresta e, isto é, o nimero de vértices incidentes a e (em G)
que sdo ramificagdes em 1" — e, menos o numero de vértices incidentes a e (em () que sdo
ramificacdes em 1" + e;

e gama — ~yr(e): assume o valor dr(u) ou dr(v), o que estiver mais a esquerda na sequéncia
3,4,5,...,n—1,2,1.

Valendo-se desses novos parametros, as arestas passam a ser avaliadas como descrevemos
a seguir (note que os parametros sdo considerados lexicograficamente, isto é, para k > 2, o k-ésimo
pardmetro da lista s6 é considerado se houver empate do primeiro ao (k — 1)-ésimo parametro,
definindo-se o resultado da comparacdo pelo primeiro pardmetro, na ordem dada, segundo o qual
nao houver empate):

e escolha da aresta de corte: dentre todas as arestas da lista L., € escolhida aquela que possuir
o menor 7, depois yr mais a esquerda na sequéncia 3,4,5,n — 1,2, 1, depois menor o, e
finalmente menor o¢;

e escolha da aresta de reposicao: dentre todas as arestas da lista L., é escolhida aquela que
possuir o maior 37, depois vy mais a direita na sequéncia 3,4,5,n — 1,2, 1, depois maior
or, e finalmente maior o¢.
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Para a avaliacdo de uma possivel troca, seja mais uma vez 7" a arvore geradora de G que
¢ obtida de T pela troca de uma aresta e, € T por uma aresta e,, € G\ T'. Tal troca é considerada
vantajosa se:

® D vevic) b (@) < Xpev () br(z), ou seja, a troca implicou em redugdo do nimero total
de ramificacdes; ou

e houve empate no critério anterior, e 7 (e,) estd mais a direita do que v (e.) na sequéncia
3,4,5,....,mn—1,2,1;0u

e houve empate nos critérios anteriores, e o7 (e,) > or(e.); ou
e houve empate nos critérios anteriores, e og(e,) > og(e.).

Justificamos a seguir a escolha dos novos critérios.

O critério beta indica precisamente uma melhora na func¢do-objetivo. Note que um valor
negativo para Sr(e) indica que o nimero de ramificagdes em 7' diminui com a remogdo de e.
Considere a seguinte situagao envolvendo a escolha da aresta de corte dentre as candidatas

e ¢; =ujvy, comdr(u;) =3edr(vy) =6;e
® C9 = UV, COM dT(UQ) = dT(UQ) = 5.

Pela heuristica original, e avaliando primeiramente o critério alfa por ela utilizado, as
arestas estariam empatadas, pois ar(e1) = ar(e2) = 2. O segundo critério, sigma, desempataria
a favor da segunda aresta, pois o (e2) > or(e1). No entanto, a remogdo da aresta es ndo reduziria
o nimero de ramificagdes (B(ez) = 0), ao passo que a remogdo da aresta e; traria ganho imediato
para a arvore, reduzindo em uma unidade o nimero de ramifica¢oes (3(e1) = —1). Perceba que s6
foi possivel medir esse ganho avaliando a variagdo da quantidade de ramificagdes da drvore, o que
¢ dado precisamente pelo parametro beta. Segundo nosso critério, seria e; a aresta escolhida.

De forma intuitiva, o parAmetro gama permite priorizar arestas de corte e reposi¢do que
facam a drvore se aproximar mais rapidamente de uma situacdo em que possa se ver livre de
ramificagdes que ainda possua. Quanto mais a esquerda estiver o grau dp(v) de um vértice v
na sequéncia 3,4, 5, ...,n — 1,2, 1, mais préximo estd v de deixar de ser uma ramificacdo de 7. O
critério proposto observa, portanto, dentre os vértices incidentes a uma aresta, qual deles estd mais
préximo de deixar de ser uma ramificacdo, e utiliza apenas o grau desse vértice (e ndo de ambos os
vértices) como pardmetro para aquela aresta.

Quanto ao parametro sigma com subscrito 7', que d4 a soma dos graus em 7" dos vértices
incidentes a uma aresta, nosso critério prioriza a saida de arestas com o7 baixo e a entrada de arestas
com o alto. Este critério opera, portanto, de forma exatamente antagdnica ao critério utilizado
no algoritmo original de [Silva 2011]. Se o objetivo é minimizar a quantidade de ramificacgdes,
entendemos que seja mais intuitivo escolhermos uma aresta que, ao sair da drvore, mais aproxime
os vértices que a ela incidiam de uma situag@o em que deixem de ser ramificacdes. Nossa percepgao
¢ a de que tende a ser ineficaz remover arestas cujos extremos tenham graus muito altos (e que
dificilmente deixardo de ser ramificacdes com o desenrolar do algoritmo, de qualquer maneira),
mais valendo beneficiar aqueles vértices que tem maiores chances de deixarem de ser ramificacdes
por jé apresentarem graus relativamente baixos. Este €, em suma, o mesmo raciocinio utilizado no
critério gama, mas considerando agora ambos os vértices incidentes a aresta em questdo. Note que
o parmetro sigma sé serd observado se tiver havido empate no parAmetro gama, em que apenas
o vértice de cada aresta que estd mais a esquerda na sequéncia (mais proximo de deixar de ser
ramificacdo) é considerado.

Finalmente, o parametro sigma com subscrito G € calculado de forma andloga ao anterior,
com a diferenga de que em o (e) consideramos os graus dos vértices incidentes a e no grafo G, ao
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invés dos graus daqueles vértices na drvore 7', como em or(e). Para a escolha da aresta de corte,
selecionamos em L. aquela que tiver o menor o¢. Isto se justifica pelo fato de que um vértice v com
grau baixo em G incide provavelmente em um nimero pequeno de arestas de G\ 7. Removendo
uma aresta incidente a v, aumentamos o numero de arestas “livres” incidentes a v, isto €, arestas
que poderdo mais a frente ser usadas como aresta de reposi¢ao. Se escolhéssemos, por outro lado,
remover arestas incidentes a vértices com grau alto em G, o aumento de uma unidade no nimero
de arestas de G\ T incidentes aqueles vértices seria menos significativo, uma vez que ja havia um
bom numero de tais arestas. Para a escolha da aresta de reposi¢do, escolhemos em L, aquela de
menor og, por raciocicnio andlogo.

4. Resultados experimentais

Nesta se¢do, apresentamos os resultados experimentais das novas heuristicas propostas na
Secdo 3, comparando-os com os resultados obtidos pelo algoritmo RI original de [Silva 2011].

O primeiro passo da etapa experimental de nosso trabalho foi a definicdo dos grafos de
entrada. Para isso, implementamos um gerador de grafos aleatérios do modelo G, ;, de Erdos-
Renyi, em que n € o nimero de vértices do grafo e p € a densidade esperada do grafo, isto é, a
probabilidade de que dois vértices v, w sejam vizinhos em G, para todo par v,w € V(G). Os
grafos gerados foram armazenados em arquivos-texto para serem processados pelas heuristicas.

Em seguida, implementamos o algoritmo IR apresentado na Secdo 2, tanto em sua versao
original quanto na versio que contempla todas as alteragdes citadas no inicio da Secéo 3. Submete-
mos, entdo, cada grafo de entrada aos dois programas, e comparamos a quantidade de ramificagdes
presentes nas solucdes retornadas.

Nossos grafos de entrada compreenderam:

1. 500 grafos com 100 vértices e densidades 5%, 10%, 20% e 30%, totalizando 2.000 grafos;
2. 1000 grafos com 50 vértices e densidades 5%, 10%, 20% e 30%, totalizando 4.000 grafos;
3. 5.000 grafos com 35 vértices e densidades 5%, 10%, 20% e 30%, totalizando 20.000 grafos;

4. 10.000 grafos com 25 vértices e densidades 5%, 10%, 20% e 30%, totalizando 40.000 grafos.

Conforme descrito nos modelos acima, percebemos que hd uma variagc@o entre o nimero
de grafos, vértices e densidade. A densidade € o principal pardmetro que pode afetar significati-
vamente os resultados, em fun¢do de contribuir ou ndo para a presenca caminhos hamiltonianos
no grafo GG como demonstrado em [Dirac 1952]. Considerando esse aspecto e evitar que sejamos
repetitivos na apresentacio das andlises, apresentaremos nas se¢des seguintes os resultados obtidos
em cada modelo, comparando as densidades extremas dos modelos, ou seja de 5% e 30%.

Analisando as Tabelas 1 a 4, podemos perceber que a heuristica proposta foi superior
em todos os modelos testados. Os melhores resultados foram obtidos para grafos do modelo com
densidade de 5%, e o maior nimero de empates, por outro lado, foi observado para grafos do modelo
com densidade de 30%. Omitimos os resultados obtidos para grafos dos modelos com densidades
de 10% e 20%.

5. Conclusao e trabalhos futuros

A partir do algoritmo mais recente encontrado na literatura para o Problema da Arvore
Geradora com Numero Minimo de Ramificacdes, propusemos novas heuristicas, logrando obter
melhores resultados.

Verificamos, através de experimentacgdo, que a heuristica proposta foi mais eficaz em todos
os modelos de grafos aleatérios utilizados, sobretudo nos grafos menos densos, em que caminhos
hamiltonianos (arvores com zero ramifica¢des) sdo encontrados com menos frequéncia.
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Tabela 1: Heuristica original x Heuristica proposta — 500 grafos com 100 vértices

Densidade 5% Densidade 30%
Vitérias da heuristica original 12 2,4% Vitérias da heuristica original 1 0,2%
Vitérias da heuristica proposta 422 84,4% Vitdrias da heuristica proposta 4 0,8%
Empates 66 13,2% Empates 495  99,0%
Total 500  100% Total 500  100%

Tabela 2: Heuristica original x Heuristica proposta — 1000 grafos com 50 vértices

Densidade 5% Densidade 30%
Vitdrias da heuristica original 15 1,5%  Vitérias da heuristica original 2 0,2%
Vitérias da heuristica proposta 916 91,6% Vitérias da heuristica proposta 15 1,5%
Empates 69 6,9% Empates 983 98,3%
Total 1.000  100% Total 1.000 100%

Tabela 3: Heuristica original x Heuristica proposta — 5000 grafos com 35 vértices

Densidade 5% Densidade 30%
Vitdrias da heuristica original 85 1,7% Vitérias da heuristica original 6 0,1%
Vitdrias da heuristica proposta  4.375  87,5%  Vitdrias da heuristica proposta 93 1,9%
Empates 540 10,8% Empates  4.901 98%
Total 5.000 100% Total 5.000 100%

Tabela 4: Heuristica original x Heuristica proposta — 10.000 grafos com 25 vértices

Densidade 5% Densidade 30%
Vitérias da heuristica original 201 2,0%  Vitérias da heuristica original 11 0,1%
Vitérias da heuristica proposta 7.748 77,5%  Vitérias da heuristica proposta 269 2,7%
Empates 2.051 20,5% Empates 9.720  97,2%
Total 10.000  100% Total 10.000  100%

Como trabalhos futuros, heuristicas ainda mais eficazes para o algoritmo de Refinamento
Iterativo sdo certamente passiveis de investigacdo. Uma possibilidade interessante é observar como
se comporta o algoritmo quando, ao invés de escolhermos (segundo critérios heuristicos) primeiro
a melhor aresta de corte, e em seguida a melhor aresta de reposi¢do, escolhermos a melhor troca
possivel, avaliando todos os possiveis pares (aresta de corte, aresta de reposi¢do). E evidente que
tal abordagem serd mais cara em termos computacionais, mas demandara ainda tempo polinomial,
podendo ser, portanto, uma boa alternativa, caso consiga em geral solugdes mais satisfatdrias.

Finalmente, existem, na literatura, diversos trabalhos que utilizam algoritmos aproxima-
tivos com busca local para resolver problemas em arvores geradoras, dentre os quais podemos citar
[Fiirer e Raghavachari 1992], [Lu e Ravi 1992], [Khuller, Bhatia e Pless 2003] e
[Knauer e Spoerhase 2009]. Em [Chimani e Spoerhase 2013], foi apresentado um algoritmo apro-
ximativo para 0o PAGMNR, representando a primeira melhoria com relagdo a um fator de aproximagdo
que pode ser obtido trivialmente. Parece bastante promissor envidar esfor¢os nessa direcao, objeti-
vando melhores fatores de aproximagao ou complexidades mais baixas para o mesmo fator.
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