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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um método de solu¢ao exato usando programagio por
restricdes para o problema de posicionamento de pecas irregulares. Problemas de corte e empaco-
tamento de pecas irregulares s@o estudados ha mais de cinco décadas e possuem diversas variantes.
Uma das principais variantes é o problema de posicionamento de pegas irregulares no qual o maior
nimero possivel de pecas deve ser cortado a partir de uma placa de dimensdes fixas. Apesar do
grande nimero de trabalhos abordando o problema de posicionamento de pegas irregulares, ne-
nhum método exato foi proposto até ao momento na literatura para resolver este problema. Na
abordagem por programacgao por restricdes apresentada neste trabalho, a otimalidade € condicio-
nada a discretizacdo utilizada. Os resultados computacionais comprovam a eficiéncia do método
proposto na busca por solugdes do problema sob diferentes discretizacdes. A formulacdo proposta
¢é bastante flexivel, podendo ser facilmente adaptada a outras variagdes dos problemas de corte e
empacotamento de pecas irregulares.

PALAVRAS CHAVE. Nesting, Programacao por restricoes, Métodos exatos.

Area Principal: Otimizacao Combinatéria, Programacao Matematica.

ABSTRACT
In this work we propose an exact method to solve the irregular placement problem, ba-
sed on constraint programming. Irregular cutting and packing problems are studied for more than
five decades and have many variants. The irregular placement problem is a common variant of this
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problem where the maximum possible number of pieces must to be cut from a board with fixed di-
mensions. Despite the large number of papers dealing with the irregular placement problems, there
is no exact method proposed on the literature to solve this problem. In the constraint programming
approach proposed,the optimality of the solution is subject to the used discretization. The compu-
tational experiments prove the efficiency of the proposed method in the search for solutions over
different discretizations. Because of the flexibility of the proposed formulation, this approach can
be easily adapted to other variations of the irregular cutting and packing problems.

KEYWORDS. Nesting, Constraint programming, Exact methods.

Main Area: Combinatorial Optimization, Mathematical Programming.
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1. Introducao

Problemas de corte e empacotamento de pecas irregulares sao estudados hd mais de cinco
décadas. As condic¢des de factibilidade de uma solucio do problema sdo a nao-sobreposi¢ao das
pecas e a garantia que elas estejam inteiramente contidas na placa. O problema de posicionamento
de pecas irregulares (PP PI) é uma variacio destes problemas na qual a placa em que as pecas
sdo cortadas é dada por um poligono convexo ou nao-convexo de dimensdes finitas. O objetivo é
selecionar as pecas que serdo cortadas e seu posicionamento de forma a melhorar a qualidade da
solugdo segundo algum objetivo, como por exemplo, minimizar desperdicios ou maximizar o lucro.

Apesar do grande nimero de trabalhos envolvendo o corte ou empacotamento de pecas
irregulares, poucos abordam o PPPI. Daniels e Milenkovic (1997) propdem estratégias para a
resolugdo do problema de empacotamento de pegas convexas em placas convexas ou ndo-convexas.
Valle et al. (2012) apresentam uma heuristica para a resolucdo do problema na qual as pecas sao
agrupadas em clusters retangulares, os quais sdo cortados a partir de recipientes maiores via corte
regular guilhotinado. Uma heuristica para o empacotamento de pecas irregulares em recipientes
também irregulares foi proposta por Dalalah et al. (2014). Em relacdo a métodos exatos para a
resolucdo do problema, Milenkovic (1997) propde a resolu¢do do problema no qual as pecas e a
placa podem ser convexas ou nao-convexas. A performance do método estd diretamente conectada
a quantidade de pecgas que se deseja empacotar e a complexidade dos poligonos que representam
estas pegas e a placa.

Um método exato que vem sendo aplicado com sucesso na resolucdo de problemas de
otimizagdo combinatdria € programacao por restricdes. Para resolver o problema de empacotamento
ortogonal bidimensional, Clautiaux et al. (2008) propdem uma abordagem via programacgdo por
restricdes com a qual foi possivel obter melhores resultados que os encontrados previamente na
literatura. Salas et al. (2014) propdem restricdes de nao-sobreposicao entre pecas descritas por
func¢des ndo lineares baseada em somas de Minkowski. A velocidade de convergéncia do método
proposto pelos autores é sensivel ao formato das pecas. Uma restricdo global para a resolugcao
do problema de particionamento de conjuntos foi proposta por Saldanha e Morgado (2003). A
nova restricdo tem uma propagacao eficiente e segundo os autores poderia ser facilmente adaptada
a outros problemas similares. Carravilla et al. (2003) utilizam programagao por restricdes para a
resolucdo do problema de corte de pecas irregulares no qual os objetos devem ser empacotados
em uma faixa de altura fixa e comprimento a ser minimizado, sendo o primeiro método exato
para a resolucdo deste problema. Também para a resolucio deste problema, Ribeiro e Carravilla
(2008) propdem a restricao global outside a qual, se satisfeita, garante a factibilidade da solucdo
encontrada.

Neste artigo, é proposta uma estratégia que utiliza programacio por restricdes para a
resolucdo do PPPI. Uma nova abordagem para a defini¢cao das varidveis e seus dominios € pro-
posta, bem como restricdes que garantem as condicdes de factibilidade da solu¢do obtida. O método
proposto encontra solugdes 6timas para o problema, sujeito a ao nivel de discretizacdo utilizado.
Nossa abordagem difere da apresentada em Carravilla et al. (2003) e Ribeiro e Carravilla (2008)
desde a definicdo de varidveis, o que permite a resolucao do problema em recipientes de tamanho
finito. Testes computacionais realizados permitiram verificar a eficicia do método na resolugdo de
instancias com diferentes caracteristicas.

Ap6s esta breve se¢ao introdutdria, na Se¢ao 2 definimos o problema abordado e as estru-
turas geométricas que sao utilizadas ao longo do texto. Na Se¢do 3 propomos uma nova defini¢do de
variaveis, seus dominios e as restricdes do problema. Os resultados computacionais sdo discutidos
na Secdo 4. Por fim, na Se¢@o 5 apresentamos as considerac¢des finais do trabalho.

2. Definicio do problema e estruturas geométricas

O problema de posicionamento de pecas irregulares objetiva empacotar 7' tipos de pecas
em um recipiente de dimensodes fixas. A quantidade de cépias de cada tipo de peca pode ser ili-
mitada. No entanto, também ¢é possivel considerar um limite méximo de produgdo para cada tipo
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de peca (g, t = 1,...,T'). Neste trabalho, as pecas sdo representadas por poligonos convexos e/ou
nao-convexos que podem conter buracos. Um nimero fixo de rotagdes R; é permitido para cada
peca do tipo t. A placa € definida por um retangulo de altura H e comprimento L. As pecas podem
ser posicionadas na placa em um conjunto finito de pontos (D) que é definido a priori. Logo, a
qualidade da solucdo encontrada é condicionada a qualidade da discretizagdo utilizada.

Uma peca € representada por um conjunto ordenado de vértices, sendo um deles esco-
lhido para ser o ponto de referéncia da peca. O posicionamento de uma peca na placa é realizada
posicionando seu ponto de referéncia em um dos pontos do conjunto D. A Figura 1 ilustra uma
peca do tipo ¢ na rotagdo r com os vértices destacados pelos circulos brancos e o ponto de referéncia
destacado pelo circulo preto. Na figura, também também sdo destacados parametros importantes
para a compreensio do restante do artigo, sdo eles: I3 (I32#%): distancia horizontal entre o ponto
de referéncia e o vértice mais a esquerda (direita) da peca; hMi™ (hi1aX): distancia vertical entre o
ponto de referéncia e o vértice mais acima (abaixo) da peca.
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Figura 1: Exemplo de peca. Demarcando os vértices, ponto de referéncia e algumas medidas importantes.

Para identificar se hd sobreposicdo entre as pecas, algumas estratégias foram propostas na

literatura tais como, raster points, D-functions e nofit-polygons. Uma revisao mais detalhada sobre
estratégias para a avaliacdo de sobreposicdo entre pecas pode ser encontrada em Bennell e Oliveira
(2008). Nesta abordagem utilizamos nofit-polygons para garantir a nao-sobreposicao entre as pecas.
Como em Toledo et al. (2013), na nossa abordagem a placa € discretizada por uma malha regular
e é possivel evitar a sobreposic@o entre as pegas garantindo que, se uma peca do tipo ¢ na rotacao
r é alocada em um ponto d da placa entdo, a peca ¢’ na rotagdo r’ ndao pode ser alocada nos pontos
interiores ao nofit-polygon entre elas. O conjunto de pontos interiores ao nofit-polygon entre a peca
t na rotag@o r alocada no ponto d e a peca t' na rotagdo 7’ é definido pelo conjunto DNF P}
A Figura 2 ilustra o conjunto DN F Pt 4 constituido pelos circulos apresentados dentro da reglao
hachurada que define o nofit-polygon entre estas pecas. No caso ilustrado, a pega ¢ na rotacao r
esté fixa no ponto d impedindo a pega ¢’ na rotagdo 7’ de ser posicionada nos pontos presentes no
interior do DN F P

Além da ndo-sobreposicdo, para garantir a factibilidade da solugdo, é necessario que as
pecas sejam posicionadas inteiramente dentro da placa. Garantimos esta restricao utilizando o
conceito de inner-fit polygon que define a regido factivel de posicionamento de cada peca dentro da
placa. Considerando uma peca ¢ na rotagdo r, seu inner-fit polygon é dado por IFP;,. A Figura 3
ilustra o inner-fit polygon de uma peca. Na figura € possivel notar que a pecga ¢ na rotagdo r somente
serd posicionada inteiramente dentro da placa se estiver dentro da regido hachurada que define
o IFP,.. No caso abordado, IFP,;, sempre serd dado por um retingulo que pode ser facilmente
definido utilizando os pardmetros []%", [[20% pin ¢ pinaT apresentados na Figura 1.

3. Abordagem por programacao por restrlgoes

A defini¢ao do dominio das varidveis é de grande importancia na resolu¢ao do problema

via programacao por restri¢des pois o0 método de solugdo se baseia na reducdo de dominios. Desta
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Figura 3: Tlustrando o IFP;,: regido factivel de posicionamento da peca ¢ na rotacdo r na placa.

forma, o sucesso do método de solucdo estd diretamente ligado a defini¢cdo das varidveis. Nesta
secdo definimos as varidveis e restricdes para a resolucdo do problema de posicionamento de pecas
irregulares utilizando programagao por restricoes.

3.1. Variaveis e dominios
As varidveis utilizadas para a representacao dos pontos de posicionamento das pegas tém

dominio bindrio, para isto, para cada ponto d € D € definida uma varidvel bindria &;,4 para cada
pecado tipot = 1,...,T narotagdo r = 1,..., R;. Esta varidvel assume o valor 1 se a peca ¢ na
rotagdo r estd posicionada no ponto d e zero caso contrario. Note que a restricdo de que as pecas
devem estar inteiramente contidas dentro da placa pode ser garantida na definicdo de varidveis,
fazendo 6y.q = 0se d & D () IFP,,.

3.2. Restri¢oes basicas
A restri¢ao mais importante a satisfazer nos problemas de corte e empacotamento de pecas

irregulares € a que garante que as pecas ndo se sobrepdoem. Para definir tal restri¢do, assuma-se que
a peca do tipo ¢ na rotacdo r estd posicionada sobre um ponto d € D. Para evitar que esta peca se
sobreponha com outras pecas, temos que garantir que toda peca ¢’ na rota¢do r’ nio seja alocada nos

’ Y . A . . _—
pontos d' € DNF' P, ou seja, todas as varidveis 0,y devem ser iguais a zero. Estas condi¢oes
sdo garantidas pelas restri¢des (1).

Se (8¢ = 1) ent@o (dyrrqr = 0),
t=1,.., Tt =t,...T,r=1,...R,7' =1,..,Ry,d € D,d e DNFP! . (1)
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Esta restricdo deve ser propagada (executada) sempre que, durante a busca, a varidvel
de decisdo d4.q assumir o valor 1. Note-se que para cada par de pecas , em seus respectivos
tipos e rotacdes, hé restricdes que impedem estas de serem posicionadas em pontos que gerem
sobreposi¢cdo, desta forma a sobreposicdo entre as pecgas € eliminada. Sempre que uma restricao
deste tipo é propagada, o valor de uma tnica varidvel € fixada em zero, ou seja, 0 dominio de uma
varidvel € inferido. O nimero de restri¢des necessdrio para eliminar a sobreposicio entre as pegas
édadoporT X T x Ry X Ry x #(D(IFPy. (IFPy,1) % #DNFP;/,Q//Z, em que # representa
a cardinalidade do conjunto.

Em algumas variacdes do problema, o corte de uma peca em maior quantidade que sua
demanda (q;) pode ndo ser atrativo, entdo, para estes casos, uma nova restri¢ao para o controle da
demanda deve ser imposta. A restri¢do (2) faz a contagem do nimero de pontos d referentes a peca
t em qualquer rotacdo que sdo ativos na solugdo e requer que este nimero nio seja maior que a
quantidade demandada ¢; das pecas do tipo ¢.

oot (bra=1)<q, t=1,.,T; 2)

O ntimero de restricdes necessdrias para representar a demanda maxima, quando esta
existe, € igual ao nimero de tipos de pecas T, que € de magnitude muito inferior quando comparado
ao nimero de restricdes de ndo-sobreposi¢cdo. Estas restricdes podem no entanto limitar substanci-
almente o nimero de solucdes factiveis do problema, levando o método a uma convergéncia mais
rdpida.

Definidas as restricdes de factibilidade, resta definir o objetivo para a busca. No problema
abordado, devemos extrair o maximo valor possivel realizando o corte das pecas a partir da placa.
Considere que cada pecga do tipo ¢ tem valor v, a funcdo objetivo (3) visa maximizar o valor total
do corte das pecas.

T Ry

maximizar Z Z Z VOtrd- 3)

deD t=1 r=1

Se o valor vy € diretamente proporcional a drea da peca ¢, entdo, esta funcdo objetivo
levara a utilizar o maximo de material da placa, o que € equivalente a minimizar o desperdicio.

4. Experimentos computacionais

Nesta secdo apresentamos os testes computacionais realizados utilizando a abordagem
proposta. Estes testes foram realizados em um computador com processador Intel Xeon Processor
E5-2450 com 16 threads e 32GB de memdria utilizando o sistema operacional Scientific Linux 6.
Para resolu¢@o da formulacio apresentada, o software de otimizagdo CPLEX 12.6.1 foi utilizado.
O tempo limite para a execu¢do do método de solugdo foi restringido a 1 hora.

4.1. Instancias

Para realizar os testes computacionais, algumas instancias conhecidas da literatura foram
adaptadas ao problema estudado. A Tabela 1 apresenta estas instancias e suas caracteristicas ori-
ginais. A primeira coluna da tabela apresenta o nome da instancia, as colunas dois e trés reportam
o numero de tipos de pecas e o nimero total de pecas demandadas, respectivamente. As rotagdes
disponiveis para cada tipo de peca sdo descritos na coluna quatro. A altura da placa utilizada é
apresentada na quinta coluna. Por fim, a coluna seis reporta o artigo em que a instancia foi utilizada
pela primeira vez. Vale ressaltar que todas estas instancias estdo disponiveis no endereco eletronico
do ESICUP'.

"http://paginas.fe.up.pt/ esicup
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Tabela 1: Instancias utilizadas para a realizacio dos testes computacionais.
Instancia Tipos Numero Rotagdes Altura Origem
de pecas de pecas da placa
Blazl 7 4 de cada tipo 0-180 15 Btlazewicz et al. (1993)*
Blaz2 4 4 de cada tipo 0-180 15 Btazewicz et al. (1993)*
Shapes0 4 15,7,912 0 40 Oliveira et al. (2000)
Shapes1 4 15,7,9 12 0-180 40 Oliveira et al. (2000)
Fu 12 1decadatipo 0-90-180-270 38 Fujita et al. (1993)

* Com a aproximagao poligonal das pecas proposta em Oliveira et al. (2000).

Como nestas instancias apenas a altura H da placa € especificada, definimos o compri-
mento L da placa sendo igual a altura da placa. O nimero de pecas a serem posicionadas na placa
¢é desconsiderado para a versao do problema que nio tem limite de demanda e definido como limite
para a variante do problema em que a demanda € restrita. Ainda, o valor v; associado a cada peca é
definido como a drea da peca.

Estas instancias foram selecionadas por possuirem diferentes caracteristicas tais como
nimero de tipos de pegas, nimero de rotacdes, tamanho de placa e formato de pegas. Nosso objetivo
foi analisar melhor a estratégia de solug@o aqui proposta.

Trés discretizacdes foram utilizadas para cada instdncia. Em todas as discretizacdes, a
malha de pontos é dada por uma malha regular, em que os pontos sdo dados por coordenadas
inteiras miltiplas de um pardmetro A que define a granularidade da malha. As trés discretizagcoes
diferem apenas na definicdo do parametro A que € 1, 2 ou 4. Quanto maior € o pardmetro A, menos
refinada eh a malha. O espago de solucdo de uma malha mais refinada contém todo o espaco de
solug@o das malhas menos finas que esta, promovendo uma relagc@o entre as representagdes.

4.2. Resultados computacionais: caso de demanda irrestrita

A Tabela 2 resume os resultados computacionais para as instancias apresentadas na Se¢do
4.1. Na tabela, a primeira coluna apresenta o nome da instancia. As colunas subsequentes apresen-
tam, em pares, os resultados para a malha regular gerada com o parametro A = 1 (colunas dois e
trés), A = 2 (colunas quatro e cinco) e A = 4 (colunas seis e sete), respectivamente. Nas duas
colunas sob cada tipo de malha distinto sdo reportados o valor da melhor solu¢cdo encontrada e o
tempo computacional, respectivamente. Quando o tempo limite de 1 hora é atingido reportamos o
tempo como TL.

E importante ressaltarmos que, diferentes dos métodos de solugdo para formulagdes de
programacao inteira mista, os métodos de solucdo para programacio por restricdes nao utilizam
informacdo sobre o limitante inferior no método de solug¢do. Desta forma, nio é possivel apresentar
alguma medida que mostre o quio distante a melhor solucdo obtida pode estar da solugao dtima.
A certeza é que esta distancia € igual a zero quando o método atinge a otimalidade antes do tempo
limite.

Tabela 2: Resultados computacionais para o PP PI sem restricdes de demanda sobre as pegas.
A=1 A=2 A=4
Solucdo Tempo | Solugdo Tempo | Solucdo Tempo
Blazl 215,5 TL 196,0 TL 164,5 44,7
Blaz2 178,0 TL 156,0 TL 134,0 0,2
ShapesO | 1096,0 TL | 1260,0 TL 992,0 TL
Shapes1 1100,0 TL | 1226,0 TL | 1000,0 TL
Fu - - - - 1346,0 TL
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E possivel analisar que, para as granularidades de malha mais refinadas (A = 1e A = 2),
a otimalidade nunca é alcancada antes do tempo limite. Isso acorre pois, apesar do método de
programacao por restricdes ser uma estratégia eficiente para explorar espagos de solucdo e inferir
dominios, ele ndo € eficiente em relacdo a prova de otimalidade da solucao.

Em relagao a discretizacdo, como esperado ela pode alterar drasticamente a qualidade da
solugdo. Por exemplo, nas instincias Blazl e Blaz2 o valor da funcdo objetivo é maior, e portanto
de melhor qualidade para as malhas mais refinadas, mesmo quando a otimalidade é provada para
a malha com A = 4. Em contrapartida, malhas mais refinadas também podem resultar em um
espaco de solu¢do muito grande, que o método de solug@o pode ter dificuldades em explorar. As
instancias ShapesO e Shapes| ilustram este fato, pois para elas o método de solugcao pdde encontrar
solugdes de melhor qualidade para a malha com A = 2. Além disso, para instdncias de maior porte,
o método de solucdo pode ndo ser capaz de encontrar uma solugdo factivel em menos de 1 hora de
execucdo devido ao tamanho do problema ou a falta de recursos da maquina. A instancia Fu é um
bom exemplo deste caso, no qual somente foi possivel obter solugdes factiveis para o problema em
que a granularidade da malha era mais esparsa (A = 4).

4.3. Resultados computacionais: caso de demanda restrita

Problemas cuja demanda pelas pecas € limitada sdo abordados nesta secdo. A Tabela
3 apresenta os resultados computacionais para as instancias apresentadas na Tabela 1 levando em
consideracdo a demanda pelas pecas. As colunas desta tabela contém o mesmo tipo de informagao
apresentada na Tabela 2.

Tabela 3: Resultados computacionais para o PP PI com demanda restrita.
A=1 A=2 A=4
Solugdo Tempo | Solugdo Tempo | Solugdo Tempo

Blazl 190.0 TL 178.0 TL 158.5 57.5
Blaz2 168.0 TL 154.0 TL 121.5 0.2
ShapesO | 1032.0 TL | 1060.0 TL 920.0 TL
Shapesl | 1056.0 TL | 1036.0 TL 980.0 TL
Fu - - - - | 1083.0 97.2

Primeiramente, vale ressaltar que os resultados computacionais desta se¢do ndo sao dire-
tamente compardveis com os apresentados na Secdo 4.2, pois com a restricao de demanda o espago
de solucdo a ser explorado ¢é diferente.

Caracteristicas similares as apresentadas nos testes da Sec¢ao 4.2 podem ser notadas na
Tabela 3. Exceto para algumas instdncias com malha com granularidade A = 4, a prova de otima-
lidade das solucdes nao foi atingida. No caso das instancias Blazl e Blaz2, o uso de uma malha
menos fina proporcionou uma redugdo da qualidade da solugdo. No caso da instdncia Fu, com
a maior granularidade da malha foi possivel provar a otimalidade. Isso ocorreu por que, com a
demanda limitada, o método de solu¢do conseguiu em pouco tempo encontrar uma solucdo na
qual todas as pecas foram alocadas na placa, conseguindo assim provar a otimalidade da solugdo.
Nas malhas mais refinadas, pelo alto nimero de restri¢gdes e varidveis, nao foi possivel encontrar
solucdes factiveis para esta instancia dentro do limite de tempo.

Para as instancias Blazl, Blaz2 e Shapes1, as melhores solu¢des foram encontradas utili-
zando a granularidade de malha A = 1. Para a instancia Shapes0, a granularidade A = 2 permitiu
obter a melhor solucdo. E, como ja referido, A = 4 foi a unica granularidade que possibilitou o
encontro da solugdo para a instancia Fu.

5. Conclusoes
Neste trabalho sdo apresentados métodos de resolu¢ado, via programagao por restrigoes, do
problema de posicionamento de pecas irregulares com e sem restricdes de demanda. A abordagem
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proposta se mostra efetiva na busca por solugdes factiveis e de boa qualidade para o problema. No
entanto, e conforme esperado, a prova de otimalidade estd fortemente condicionada pela dimensao
do problema e pela granularidade da representacdo. A formulacio apresentada é bastante flexivel
e pode ser facilmente adaptada para outras variagdes de problemas de corte e empacotamento de
pecas irregulares.

Como estudo futuro, pretendemos avaliar outras representacdes de varidveis e seus dominios
para a representacdao do problema com o objetivo de aumentar a eficiéncia do método. Também,
investiremos na criacio de novas restricdes que ajudem a reduzir os dominios de busca do método
para promover a aceleracdo da prova de otimalidade da solugao.
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