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RESUMO . .
O presente trabalho trata do projeto, implementacdo e avaliacdo de algoritmos exatos

e heuristicas para a resolu¢cdo do Problema da Deteccdo de Cliques com Peso acima de um Li-
miar. Foram usados 3 algoritmos para a resolu¢do do problema: Algoritmo de Bron-Kerbosch,
Algoritmo de Ostergard e a Heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhangas. Todos esses foram
adaptados para resolver o problema abordado neste trabalho. Nos experimentos computacionais,
foram utilizadas 7292 instancias, oriundas de quatro conjuntos referentes a separacao de cortes em
problemas de Programacdo Inteira. Os resultados obtidos comprovam a eficiéncia do Algoritmo
de Bron-Kerbosch adaptado (BKv4), o qual encontrou a solu¢do 6tima para todas as instincias e
em um tempo consideravelmente menor que as outras técnicas. Uma tentativa, sem sucesso, de
paralelizar o algoritmo de Bron-Kerbosch (BKv4), através da divisao do grafo em subgrafos cone-
xos, foi realizada. Nesse sentido, s3o sugeridos como trabalhos futuros a paralelizac¢ao das técnicas
implementadas neste trabalho.

PALAVRAS CHAVE. Problema da Deteccao de Cliques com Peso acima de um Limiar. Al-
goritmos exatos. Heuristica Busca Tabu. Area Principal: Otimizacao Combinatéria.

, . ABSTRACT | . .
This paper deals with the design, implementation and evaluation of exact and heuris-

tic algorithms for solving Clique Detection Problem with Weight above a Threshold. We used 3
algorithms for solving the problem: Bron-Kerbosch Algorithm, Ostergard Algorithm and Multi-
neighborhood Tabu Search Heuristic. All these have been adapted to solve the problem presented
in this work. In the computational experiments, we used 7292 instances, coming from four sets
for the separation cuts in Integer Programming problems. The results prove the efficiency of Bron-
Kerbosch algorithm adapted (BKv4), which found the optimal solution for all instances and in
considerably less time than the other techniques. An attempt, unsuccessfully, to parallelize the
Bron-Kerbosch algorithm (BKv4) by graph division in related subgraphs, was performed. In this
sense, are suggested as future work parallelization techniques implemented in this work.

KEYWORDS. Clique Detection Problem with Weight above a Threshold. Exact Algorithms.
Tabu Search Heuristic. Main Area: Combinatorial Optimization.
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1. Introducao

O problema do Clique consiste em encontrar subgrafos completos em um grafo. Um
subgrafo é completo quando para cada par de vértices hd uma aresta de ligacdo. Formalmente, dado
um grafo ndo direcionado G = (V, A), tal que V representa o conjunto de vértices e A representa o
conjunto de arestas, entdo G = (V, A1) denomina-se subgrafo de Gse Vi C Ve A; C A, onde
cada aresta de A; incide nos vértices de V;. Existem varios problemas relacionados a detecgdo de
cliques. Os principais sdo apresentados a seguir.

1. Problema do Clique Maximo: Consiste em determinar o clique com a maior cardinalidade
em um grafo (Ostergard, 2002) e (Debroni et al., 2011).

2. Problema do Clique com Peso Maximo: Dado um grafo com vértices ponderados, o objetivo
do problema € encontrar o clique de maior peso. (Ostergard, 2001) e (Wu et al., 2012).

3. Problema do k-Clique: Consiste em encontrar todos os cliques de tamanho & (Goldschmidt
et al., 1996) e (Vassilevska, 2008).

O Problema da Detecg¢do de Cliques modela diversas dreas de aplicagdes, tais como: Pro-
blemas de otimizacdo em pesquisa operacional, Atribuicdo de frequéncias em comunicacio a radio,
criptografia, determinag@o de trilhas em circuitos impressos, emparelhamento de sequéncias de
aminodcidos em proteinas, redes sociais, bioinformdtica, quimica computacional, reconhecimento
de padrdes, robdtica, entre outras.

O presente trabalho lida com o Problema da Deteccio de Cliques com Peso acima de um
Limiar. No contexto da Programacao Inteira, encontrar todos os cliques acima de um dado peso é
equivalente ao problema de encontrar todas as desigualdades violadas de clique. Segundo Chviétal
(1973), esses cortes desempenham um papel fundamental na geracao de desigualdades fortes para
problemas com estrutura de empacotamento de nds (Frota, 2004) e (Coll et al., 2002). E impor-
tante destacar aqui uma particularidade sobre o problema de otimizagao envolvido na separacao de
desigualdades. Apesar do problema de separacio de cortes poder ser formulado em termos de se
encontrar a desigualdade mais violada, experimentalmente se verificou que mais importante do que
a descoberta dessa desigualdade € a descoberta de um grande conjunto de cortes violados (Fischetti
e Lodi (2007)) e (Burke et al. (2011)).

O restante do trabalho esta estruturado da seguinte forma: Na Secdo 2 é apresentado o
Algoritmo de Bron-Kerbosch adaptado. Quatro implementagdes foram consideradas, as quais se
diferem na representacdo dos conjuntos utilizados no algoritmo. Nas Se¢des 3 e 4 sdo apresenta-
dos o algoritmo de Ostergard e a heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhancas para a resolugao
do problema, respectivamente. E vélido ressaltar que estes também foram adaptados para resol-
ver o Problema da Deteccdo de Cliques com Peso acima de um Limiar. A Se¢@o 5 apresenta os
experimentos computacionais e relata as principais conclusoes obtidas em relagdao ao tempo com-
putacional gasto para a execugdo de cada algoritmo implementado, bem como um comparativo dos
mesmos. Por fim, a Se¢do 6 encerra o trabalho apontando as principais conclusdes obtidas, bem
como o rumo de pesquisa futura.

2. Algoritmo de Bron-Kerbosch

O algoritmo de Bron-Kerbosch classico (Bron e Kerbosch, 1973) tem como objetivo en-
contrar todos os cliques maximais de um grafo G. E utilizado o processo de backtracking, e apenas
cliques maximais sdo gerados, evitando assim uma boa parte da comparacdo de um determinado
conjunto de cliques que j4 foram testados.

No trabalho de Brito e Santos (2011), os autores adaptaram o algoritmo de Bron-Kerbosch
basico para refletir o Problema da Detec¢ao de Cliques com Peso acima de um Limiar. Além
disso, propuseram algumas melhorias no algoritmo, descritas sucintamente a seguir. Primeiramente,
utilizaram-se da nocdo de vértice pivo (Tomita et al. (2006)), com o propdsito de podar alguns
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ramos que ndo contém cliques maximais. O vértice de mdximo grau modificado foi escolhido
como vértice pivo. Tal conceito se refere a soma dos graus de um vértice v qualquer e os graus
dos seus vértices vizinhos. Por fim, fora utilizado uma técnica de estimativa de peso, a qual calcula
o limite superior do peso de um clique parcial. Nesse sentido, alguns cliques parciais podiam ser
previamente eliminados. O algoritmo implementado por Brito e Santos (2011) é apresentado em
Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo de Bron-Kerbosch adaptado
procedimento BKA(C, P, S)

1:

2: se P e § estdo vazios entao

3 se w(C) > limiar entao

4 Adiciona o clique C no conjunto solu¢do;

5: fim se

6 fim se

7 se w(C) + h(C) > limiar entao

8 Escolha um vértice pivo u de P;

9: para cada Vértice vem P\N(u) faca
10: BKA(C U {v},PNN®©¥), SN N©W));
11 P:=P\{v};

12: S:=SU{v}
13: fim para cada
14: fim se

15: fim procedimento

O conjunto C representa os vértices que fazem parte do clique. O conjunto P representa
os vértices que tém ligacdo com todos os vértices de C. Por sua vez, o conjunto S contém todos os
vértices que ja foram analisados e ndo levam a uma extensdo do conjunto P. O peso do Clique C
esta armazenado em w(C). O somatdrio dos pesos de todos os vértices do conjunto P estd em h(C),
onde tal varidvel é usada como um limite superior para o peso do Clique C.

No presente trabalho, foram realizadas 4 implementac¢des do algoritmo de Bron-Kerbosch
adaptado, apresentado em Brito e Santos (2011). Essas implementacdes sdo diferentes na forma de
armazenamento de G.

e Uso de matriz: Nesta implementagdo foi utilizada uma matriz bindria m de dimenséo |V| x
|V| para representagdo das arestas existentes no grafo. Nesse sentido, caso exista uma aresta
conectando os vértices vy e vy, m[vi|[va] = 1 e m[va][v1] = 1. Os valores 0 na matriz bindria
representam que os vértices ndo estdo conectados. Esta abordagem € vantajosa no processa-
mento do Algoritmo de Bron-Kerbosch adaptado, no momento da verificacdo da existéncia
ou nao de aresta conectando um par de vértices qualquer. Tal verificacdo € realizada em O(1).
Como desvantagem, hd um uso considerdvel de memoria.

e Uso de lista: Com o uso desta implementacdo, os vértices vizinhos de um vértice v qualquer
sdo representados por uma lista de adjacéncia. Em relacdao a abordagem anterior (Uso de
matriz), esta economiza o uso de memoria. Além disso, a intersecdo realizada na linha 10 do
Algoritmo 1, é feita de forma mais eficiente, visto que ndo € necessdrio percorrer toda a matriz
para procurar a intersecao dos vértices do conjunto P ou S com os vértices vizinhos do vértice
v. Como desvantagem, o tempo gasto para verificacao da existéncia de arco conectando dois
vértices qualquer pode ser dispendioso (O(n)).

e Uso de lista e matriz: Esta terceira abordagem considera uma implementag@o hibrida, com
o uso de lista e matriz. Nesse sentido, quando da verificacdo de existéncia de aresta entre
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dois vértices, ¢ utilizada a matriz para esse fim. Quando o objetivo € realizar a interse¢do do
conjunto P ou S com os vértices vizinhos do vértice v, a lista de adjacéncia € usada.

e Ordenacao do conjunto P: Na linha 8 do Algoritmo 1, o vértice pivo u é escolhido a par-
tir do vértice pertencente ao Conjunto P com o Maximo Grau Modificado. Uma quarta
implementacdo do Algoritmo Bron-Kerbosch considera a otimizacao realizada com o uso de
lista e matriz (3* implementagdo), acrescida da manutengdo do conjunto P sempre ordenado,
de modo a evitar percorrer todo esse conjunto quando da escolha do vértice pivo.

3. Algoritmo de Ostergard

O Algoritmo de Ostergard foi desenvolvido para encontrar o clique maximo em um grafo
(Ostergard, 2002). O autor também desenvolveu uma versao do algoritmo para obtencdo do clique
de peso maximo em um grafo (Ostergard, 2001). O algoritmo impde uma ordenacio aos vértices
da seguinte forma: Colore-se o clique uma cor de cada vez, sempre adicionando os vértices pela
ordem de importancia, dada pelo vértice de peso minimo no grafo restante, seguido pelo vértice
vizinho que tem a maior soma de pesos. Vale ressaltar aqui que em uma coloracio de vértices,
vértices adjacentes ndo podem receber cores iguais. Ao determinar uma nova classe de cor, o grafo
induzido pelos vértices sem cor € construido e em seguida, contanto que exista um vértice que pode
ser adicionado a classe de cor, o vértice com maior grau é adicionado. Os vértices s@o rotulados
como vy, Upn—1, ..., v1 Na ordem em que foram adicionados a uma classe de cor.

Um conjunto de vértices denominado working set, adjacentes a todos os vértices fixos na
busca pelo clique de peso maximo, é mantido. Em cada nivel da arvore de busca, um vértice do
conjunto citado anteriormente ¢ adicionado aos vértices fixos e os conjuntos sao atualizados. Algu-
mas subdrvores sdo podadas, quando a soma do peso do conjunto atual e do conjunto de trabalho
(working set) € menor ou igual ao peso de um clique ja construido. O algoritmo de Ostergard,
adaptado para resolver o problema de interesse do presente trabalho, € apresentado em Algoritmo
2.

Algoritmo 2 Algoritmo de Ostergard adaptado
1: paracadai:=n até 1 faca
2 WCLIQUE(S; N N(v;), wli])
3: fim para cada

4: funcao WCLIQUE(U, peso)

5: se |U| =0 entdo

6

7

8

9

se peso > limiar entao
se cligueNaoDominado() entao
Adicione o clique no conjunto solugao.

fim se
10: fim se
11: fim se
12: enquanto U # () faca
13: se peso + wi(U) < limiar entao
14: return
15: fim se
16: i :=min{j | v; € U}
17: U:=U\{v;}
18: WCLIQUE(U N N(v;), peso + wli])
19: fim enquanto
20: return

21: fim funcao
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As adaptacdes necessdrias para refletir o mesmo problema abordado no atual trabalho
estdo contidas nas linhas 3-7. Em suma, sao adicionados ao conjunto solugao, todos os cliques com
o peso acima de um limiar, previamente informado. Uma verificagdo adicional é necessdria para
garantir que nio existam cliques dominados por outros cliques no conjunto solucao.

Dois trabalhos presentes na literatura estudaram a eficiéncia do Algoritmo de Ostergard
para o Problema do Clique de Peso Maximo: No trabalho de Yamaguchi e Masuda (2008), os
autores propdem um novo algoritmo exato que apresenta melhores resultados - quando comparados
ao Algoritmo de Ostergard - para grafos com densidade acima de 0.8. O mesmo ocorre no trabalho
de Kumlander (2008), onde ¢ utilizada uma melhoria na ordenacio dos vértices antes que ocorra a
coloracdo do grafo. Este novo algoritmo € trés vezes mais rdpido que o Algoritmo de Ostergard.

4. Heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhancas

No trabalho de Wu et al. (2012), os autores implementaram a heuristica Busca Tabu com
Multi-Vizinhangas para a resolucdo do Problema do Clique de Peso Mdximo. A metaheuristica
utiliza-se de 3 vizinhancas, cada qual com movimentos diferentes. Ao contrdrio da Busca Tabu
tradicional, a Busca Tabu nesse trabalho explora, em cada iterag¢do, a unido das 3 vizinhancas e
seleciona a melhor solugao admissivel (ndo-tabu ou melhoria global) da vizinhanga, ou seja, a
solu¢@o que produz o maior ganho de peso. Além disso, os autores implementaram um mecanismo
de busca tabu dedicado e a estratégia de reinicializagdo aleatdria.

Em suma, a heuristica funciona do seguinte modo: A construcdo da solucdo inicial é
realizada de forma aleatéria, onde um vértice v; € adicionado ao clique C, inicialmente vazio.
Logo apds, outro vértice vo é escolhido para ser incluido no clique, desde que este ndo faga parte
do clique (vg ¢ C) e esteja ligado a todos os vértices pertencentes ao mesmo. Esse procedimento é
repetido até que ndo exista mais nenhum vértice vy com tal caracteristica.

Os operadores basicos de movimento sao denominados ADD, SWAP e DROP. Tais ope-
radores sdo baseados em dois subconjuntos de vértices - PA e OM- relacionados a um dado clique
C. O subconjunto PA é composto dos vértices que ndo estdo inclusos no clique C', porém estao
conectados a todos os vértices de C'. Por sua vez, o subconjunto OM € composto dos vértices que
ndo estdo inclusos no clique C, porém estdo conectados a |C| - 1 vértices do clique.

O operador ADD adiciona um vértice v (v € PA) ao corrente clique C'. E utilizado somente
quando PA # () e representa sempre uma melhora no peso do clique. O operador SWAP realiza a
troca de um vértice v; (v; € OM) com o vértice va (v2 € C) que ndo esteja ligado com o vértice
v1. Esse movimento pode representar uma piora na qualidade da solugdo corrente. Por sua vez, o
operador DROP remove um vértice v do clique C. Esse operador de movimento sempre diminui o
peso do clique.

Para estabelecer uma forma mais global de diversificacao, com o objetivo de visitar areas
ainda inexploradas no espaco de busca, os autores utilizaram a estratégia de reinicializacio aleatdria.
Esse processo € acionado sempre que a busca atual estiver presa em um 6timo local profundo.
Formalmente, isso acontece quando o nimero maximo permitido de iteracdes consecutivas sem
melhora, representado por L, é excedido: NI > L.

A heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhangas - adaptado para resolver o Problema da
Deteccdo de Cliques acima de um Limiar - € apresentada em Algoritmo 3.

As seguintes modificagdes foram realizadas no algoritmo original proposto por Wu et al.
(2012): O inteiro L, que representa a profundidade da busca, foi definido como a quantidade de
vértices do grafo (L = |V|). Na construgio da solug@o inicial, a cada iteracéo € escolhido um vértice
v diferente, iniciando-se de v; = 1 até v; = |V|. No algoritmo original de Wu et al. (2012), tal
vértice era escolhido sempre de forma aleatdria, de modo que essa abordagem nao produziu bons
resultados no problema em questido abordado no presente trabalho.

A execucgdo € encerrada quando o tempo limite de execugdo € excedido ou a solucdo
6tima € encontrada, ou seja, todos os cliques acima de um limiar foram detectados. Os cliques sao
adicionados ao conjunto solu¢do CSol quando o peso dos mesmos forem maior que um dado limiar
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Algoritmo 3 Heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhancas adaptado
Entrada: Um grafo ponderado G = (V, E, w), inteiro L (profundidade da busca), inteiro
QtdCliques (solucao 6tima)
Saida: Conjunto C'sol de cliques com peso acima de um limiar (PesoMin)
1: enquanto (tempoExecucao < tempoLimite e |Csol| < QtdCliques) faca

2: C = Inicializar()
3 Iniciar lista_tabu
4 NI=0
5 se (w(C) > PesoMin e PA = ()) entdo
6: se (clique N aoRepetido(C, C'sol)) entao
7 Adiciona o clique C' no conjunto solugao C'sol.
8 fim se
9: NI=1L
10 fim se
11: enquanto (NI < L e |Csol| < QtdCliques) faca
12: Construgao das vizinhangas N1, Ny e N3 de C
13: Escolha o melhor vizinho global permitido C' € N1 U Ny U N3
14: C = C' {Mover para a nova solugio}
15: se (w(C) > PesoMin e PA = () entdo
16: se (clique N aoRepetido(C, Csol)) entao
17: Adiciona o clique C no conjunto solugio C'sol.
18: fim se
19: NI=L
20: fim se
21: NI=NI+1
22: Atualize lista_tabu
23: fim enquanto

24: fim enquanto
25: return Conjunto C'sol

e o conjunto PA estiver vazio, a fim de evitar que cliques dominados sejam adicionados ao conjunto
solucdo. Além disso, por se tratar de uma heuristica, varios cliques repetidos - cliques que possuem
exatamente os mesmos vértices - podem ser encontrados. A heuristica verifica isso e considera
apenas um dos cliques repetidos.

5. Experimentos Computacionais

Os experimentos computacionais foram realizados em um computador com processador
Intel(R) Core(TM) 17-4790, 3.60Hz, 16GB de Memoria RAM. Foi estabelecido como critério de
parada um tempo limite de execucdo (TLE) de 60 segundos para a resolugcdo de cada instancia.
Além disso, para aquelas instancias onde o tempo de execucdo foi inferior a 0,001 segundos, foi
atribuido o tempo padrao de 0,001 segundos.

Ao todo, foram utilizadas 7292 instancias para a realizacdo dos experimentos, oriundas
de quatro conjuntos de problemas de Programacdo Inteira. E valido ressaltar aqui que, devido a
limitacdo do niimero de péginas, tornou-se impossivel descrever minunciosamente os resultados
encontrados para todas as instancias. Nesse sentido, as subse¢des seguintes descrevem como foram
geradas as instancias e os resultados obtidos para cada conjunto de problemas.

A seguinte nomenclatura serd usada como referéncia para cada técnica implementada: As
4 versoes utilizadas do Algoritmo Bron-Kerbosch (ver Secdo 2) serdo nomeadas como BK(v1),
BK(v2), BK(v3) e BK(v4), as quais representam respectivamente, a implementacdo do algoritmo
utilizando matriz, lista, hibrido (matriz e lista) e usando o conjunto P ordenado. O algoritmo de
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Ostergard serd nomeado como OSTERGARD e a heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhangas
serd representado como BT.
5.1. Caracterizacao das instancias

As instancias utilizadas neste trabalho foram geradas a partir de quatro conjuntos de pro-
blemas de Programacao Inteira. O primeiro conjunto (MIPLIB) apresenta instancias de benchmark
da MIPLIB 2010 (Koch et al., 2011), contendo 87 instancias. Desde a sua introducdo em 1992, a
MIPLIB tornou-se uma biblioteca padrdo de testes, usada para comparar o desempenho dos re-
solvedores de PIL. Ela contém uma colecido de problemas reais, sendo na maior parte aplicacdes
industriais.

O segundo conjunto de instancias (INRC) foi obtido da formulag@o usada por Santos et
al. (2014) para resolver problemas da International Nurse Rostering Competition (Haspeslagh et
al., 2014), contendo 60 instancias. Trata-se de uma competi¢cao realizada para incentivar e comparar
pesquisas relacionadas ao Problema de Escalonamento de Enfermeiras.

Por sua vez, o terceiro conjunto consiste de problemas de planejamento de rotas para
o Telebus (Borndorfer et al., 1999), um servico de transporte de pessoas com deficiéncia fisica
localizado em Berlim, contendo 28 instancias. Esses problemas apresentam formulacdes de PI
baseadas no problema de particionamento de conjuntos.

O quarto conjunto (Uchoa) consiste de apenas uma instancia do problema de P-Dispersao,
reduzido a uma sequéncia de problemas de conjunto independente. Tal instancia possui muitas
restri¢cdes esparsas, de modo que a separacdo de cortes encontra muitos cliques violados.

Para cada problema de Programacao Inteira dos conjuntos citados anteriormente, foram
gerados vdrios grafos de conflitos. Esses grafos foram construidos a partir da utilizacdo da rotina
de separacdo de cortes desenvolvida no trabalho de Brito (2015). Nessa rotina, um grafo inicial é
construido a partir da andlise das restricdes impostas pelo programa inteiro. Os demais grafos sao
construidos com base na andlise do problema gerado pela aplicagdo iterativa de Planos de Corte.
Com esse procedimento, foram geradas um total de 7292 instancias, sendo 399 instancias geradas
a partir do conjunto MIPLIB, 3804 do INRC, 3085 do Telebus e 4 do Uchoa.

A Tabela 1 apresenta as caracteristicas relacionadas a densidade de cada um dos quatro
conjuntos de problemas de Programacao Inteira, descritos anteriormente. Um grafo é denso quando
possui muitas arestas para uma determinada quantidade de vértices. Quando o grafo possui poucas
arestas, ele € dito esparso.

Tabela 1: Densidade para cada conjunto dos problemas de Programacao Inteira

Densidade/Conjunto | MIPLIB | INRC | Telebus | Uchoa
Densidade Média 0,14 0,01 0,04 0,16
Densidade Minima 0,01 0,01 0,01 0,11
Densidade Maxima 0,84 0,07 0,37 0,21

Ao se analisar a Tabela 1, pode-se perceber que os conjuntos INRC, Telebus e Uchoa
apresentam grafos esparsos. Tal conclusdo se da ao observar os valores da densidade média, minima
e maxima de cada um desses conjuntos. O conjunto MIPLIB apresenta algumas instancias com
uma quantidade grande de arestas (grafo denso). A densidade maxima para este conjunto € de 0,84.
5.2. MIPLIB

O conjunto MIPLIB apresenta um total de 399 instancias, as quais variam o nimero de
vértices entre 7 e 8055, enquanto que o nimero de arestas varia entre 6 € 91459. A Tabela 2
apresenta um resumo comparativo do tempo total (em segundos) despendido para a execucdo de
todas as instancias do conjunto, utilizando cada uma das técnicas de resolucao implementadas. A
tabela informa também qual foi o menor (TMin) e maior (TMax) tempo despendido na execugao
das instancias do conjunto. Por fim, a tltima coluna da tabela apresenta a quantidade de instancias
que excederam o tempo limite de execu¢do (TLE).
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Tabela 2: Sumadrio dos resultados obtidos para as instancias MIPLIB

Algoritmo Tempo total | TMax | TMin | TLE
BK(v1) 354,27 | TLE | 0,001 1
BK(v2) 385,45 | TLE | 0,001 2
BK(v3) 106,50 | 18,122 | 0,001 0
BK(v4) 65,25 | 11,763 | 0,001 0

OSTERGARD 10259,84 | TLE | 0,001 | 169
BT 6785,60 | TLE | 0,001 77

Dentre os algoritmos desenvolvidos, o Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4) obteve os
melhores resultados, ao conseguir encontrar a solu¢do 6tima para todas as instancias do conjunto
MIPLIB, utilizando o menor tempo de CPU. A instincia mais critica foi executada em um tempo
de 11,763 segundos. Utilizando-se do Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v3) foram necessarios
aproximadamente 18 segundos. As outras técnicas ndo encontraram a solu¢do 6tima dentro do
tempo limite de execugdo (TLE). Considerando o Algoritmo de Ostergard e a Heuristica Busca
Tabu com Multi-Vizinhangas, 169 e 77 instincias ndo encontraram a solu¢ao 6tima dentro do tempo
limite de execucdo, respectivamente. A Tabela 3 apresenta um comparativo dos resultados obtidos
pelas técnicas na execugdo de um subgrupo de 11 instincias. Esse subgrupo contém apenas as
instancias que levaram um tempo superior a 1 segundo para serem executadas, considerando o
Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4).

Tabela 3: Resultados obtidos para as instdncias MIPLIB

Instancia BK(vl) | BK(v2) | BK(v3) | BK(v4) | OSTERGARD | BT
eilB101_cut 21 1,865 4,462 1,473 1,035 TLE TLE
eilB101_cut 27 3,996 | 10,216 2,757 1,716 TLE TLE
eilB101_cut_28 4,484 8,939 2,645 2,190 TLE TLE
eilB101_cut_29 4,363 | 11,592 3,510 1,370 TLE TLE
eilB101_cut_30 8,055 | 16,607 4,812 4,163 TLE TLE
eilB101_cut 31 | 14,310 | 35,269 9,318 4,024 TLE TLE
eilB101_cut 32 | 13,773 | 23,205 6,918 3,426 TLE TLE
eilB101_cut 33 | 19,230 | 40,400 | 11,157 | 11,032 TLE TLE
eilB101_cut 34 | 37,177 | TLE 18,122 6,134 TLE TLE
eilB101_cut 35 | 22,349 | 59,037 | 14,993 5,469 TLE TLE
eilB101_cut 36 | 16,333 | 50,042 | 13,482 | 11,763 TLE TLE

Os resultados obtidos para o conjunto MIPLIB comprovam a eficiéncia do Algoritmo de
Bron-Kerbosch, principalmente depois das melhorias propostas: A titulo de comparacdo, o Algo-
ritmo de Bron-Kerbosch BK(v1) despendiu 354,27 segundos para a execugdo das 399 instancias do
conjunto, ao passo que o Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4) despendiu apenas 65,25 segundos.
Quando a andlise ¢ feita no desempenho do Algoritmo de Ostergard e da Heurfistica Busca Tabu
com Multi-Vizinhancas, pode-se perceber que as adaptacdes realizadas nas técnicas para refletir o
PECPL, levaram a uma queda considerdvel de desempenho.

5.3. INRC

O conjunto INRC apresenta um total de 3804 instancias, as quais variam o nimero de
vértices entre 174 e 3660, enquanto que o numero de arestas varia entre 255 e 19421. A Tabela
4 apresenta um resumo comparativo do tempo total (em segundos) despendido para a execucdo de
todas as instancias do conjunto, utilizando cada uma das técnicas de resolucdo implementadas. A
tabela informa também qual foi o menor (TMin) e maior (TMax) tempo despendido na execucio
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das instancias do conjunto. Por fim, a tltima coluna da tabela apresenta a quantidade de instancias
que excederam o tempo limite de execugao (TLE).

Tabela 4: Sumdrio dos resultados obtidos para as instancias INRC

Algoritmo Tempo total | TMax | TMin | TLE
BK(vl) 257,00 | 1,155 | 0,001 0
BK(v2) 160,13 | 0,517 | 0,001 0
BK(v3) 58,02 | 0,189 | 0,001 0
BK(v4) 54,17 | 0,196 | 0,001 0

OSTERGARD 61535,29 | TLE | 0,001 | 921
BT 72316,95 | TLE | 0,001 | 376

Dentre os algoritmos desenvolvidos, o Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4) obteve os
melhores resultados, ao conseguir encontrar a solu¢do 6tima para todas as instancias do conjunto
INRC, com o menor tempo de uso de CPU. A instancia mais critica foi executada em um tempo
irrisério de 0,196 segundos. Considerando o Algoritmo de Ostergard e a Heuristica Busca Tabu
com Multi-Vizinhancas, 921 e 376 instincias ndo encontraram a solucdo 6tima dentro do tempo
limite de execucdo, respectivamente. A Tabela 5 apresenta um comparativo dos resultados obtidos
pelas técnicas na execu¢do de um subgrupo de 13 instancias. Esse subgrupo contém apenas as
instancias que levaram um tempo superior a 0,170 segundos para serem executadas, considerando
o Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4).

Tabela 5: Resultados obtidos para as instancias INRC

Instancia BK(vl) | BK(v2) | BK(v3) | BK(v4) | OSTERGARD BT
long_hidden_02 _cut_15 0,786 0,380 0,158 0,173 0,386 | 12,141
long_hidden_02 _cut_16 0,832 0,414 0,173 0,187 0,312 | 18,940
long_hidden_02_cut_18 0,449 0,446 0,189 0,196 1,067 | 15,057
long_hidden_03_cut_15 0,755 0,454 0,166 0,187 0,152 | 13,906
long_hidden_03_cut_16 0,742 0,452 0,163 0,182 0,146 | 15,038
long_hidden_03_cut_17 0,767 0,456 0,167 0,185 0,180 8,904
long_hidden_03_cut_18 0,757 0,456 0,165 0,184 0,171 | 15,150
long_hidden_05_cut_16 0,828 0,425 0,178 0,182 0,303 | 11,035
long_hidden_05_cut_17 0,765 0,401 0,160 0,172 0,231 | 10,946
long_hidden_05_cut_18 0,801 0,446 0,176 0,192 0,305 | 9,944

long_late_03_cut_13 0,688 0,397 0,148 0,173 0,123 | 25,130
long_late_03_cut_17 0,752 0,433 0,162 0,182 0,166 | 16,916
long_late_03_cut_18 0,754 0,430 0,161 0,178 0,166 | 10,108

Os resultados obtidos para o conjunto INRC comprovam a eficiéncia do Algoritmo de
Bron-Kerbosch, principamente depois das melhorias propostas: A titulo de comparacio, o Algo-
ritmo de Bron-Kerbosch BK(v1) despendiu 257,00 segundos para a execugdo das 3804 instancias
do conjunto, ao passo que o Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4) despendiu apenas 54,17 segun-
dos. O Algoritmo de Ostergard e a Heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhangas tiveram um ruim
desempenho, sendo que, considerando os resultados obtidos com o uso da 1? técnica, cerca de 25%
do total de instancias nao foram resolvidas em sua otimalidade durante o tempo limite de execucao
(TLE).

5.4. Telebus
O conjunto Telebus apresenta um total de 3085 instancias, as quais variam o nimero de
vértices entre 13 e 1082, enquanto que o nimero de arestas varia entre 14 e 18323. A Tabela 6
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apresenta um resumo comparativo do tempo total (em segundos) despendido para a execucdo de
todas as instincias do conjunto, utilizando cada uma das técnicas de resolu¢do implementadas. A
tabela informa também qual foi o menor (TMin) e maior (TMax) tempo despendido na execucao
das instancias do conjunto. Por fim, a tltima coluna da tabela apresenta a quantidade de instancias
que excederam o tempo limite de execu¢do (TLE).

Tabela 6: Sumario dos resultados obtidos para as instancias Telebus

Algoritmo Tempo total | TMax | TMin | TLE
BK(v1) 193,46 | 0,218 | 0,001 0
BK(v2) 224,59 | 0,254 | 0,001 0
BK(v3) 4439 | 0,044 | 0,001 0
BK(v4) 39,17 | 0,047 | 0,001 0
OSTERGARD 69886,86 | TLE 0,001 | 888
BT 41990,47 | TLE 0,001 | 223

Dentre os algoritmos desenvolvidos, o Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4) obteve os
melhores resultados, ao conseguir encontrar a solucdo 6tima para todas as instancias do conjunto
Telebus, utilizando um menor tempo de CPU. A instancia mais critica foi executada em um tempo
irrisério de 0,047 segundos. Considerando o Algoritmo de Ostergard e a Heuristica Busca Tabu com
Multi-Vizinhancas, 888 e 223 instincias ndo encontraram a solugdo 6tima dentro do tempo limite
de execucdo, respectivamente. A Tabela 7 apresenta um comparativo dos resultados obtidos pelas
técnicas na execucdo de um subgrupo de 5 instancias. Esse subgrupo contém apenas as instancias
que levaram um tempo superior a 0,037 segundos para serem executadas, considerando o Algoritmo
de Bron-Kerbosch BK(v4).

Tabela 7: Resultados obtidos para as instancias Telebus

Instancia | BK(vl) | BK(v2) | BK(v3) | BK(v4) | OSTERGARD BT
t0415_cut_1 0,079 0,071 0,017 0,047 0,014 | TLE
t0418_cut_29 0,211 0,246 0,044 0,038 0,585 | 31,851
t0418_cut_36 0,213 0,251 0,044 0,038 TLE 21,426
t0418_cut_37 0,214 0,248 0,043 0,038 15,937 | 24,287
t0418_cut_66 0,210 0,248 0,043 0,038 TLE 13,375

Os resultados obtidos para o conjunto Telebus comprovam a eficiéncia do Algoritmo de
Bron-Kerbosch, principalmente depois das melhorias propostas: A titulo de comparacdo, o Algo-
ritmo de Bron-Kerbosch BK(v1) despendiu 193,46 segundos para a execucao das 3085 instancias do
conjunto, ao passo que o Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v4) despendiu apenas 39,17 segundos.
Tempos de computagdo proibitivos foram despendidos na execug¢do do Algoritmo de Ostergard e da
Heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhancas, sendo que esta ultima obteve melhores resultados
quando comparados.

5.5. Uchoa

O conjunto Uchoa apresenta um total de 4 instincias. As caracteristicas de cada instincia
sdo apresentadas na Tabela 8. A 1? coluna da tabela apresenta o nome da instancia. As informacoes
do grafo (instancia) sdo representadas pela quantidade de vértices (|V|) e pela quantidade de arestas
(|A]). Outras informagdes pertinentes ao problema sdo mostradas na tabela, tais como o Menor
Grau, Maior Grau, Menor Peso e o0 Maior Peso dentre os vértices do grafo.

A Tabela 9 apresenta um comparativo dos resultados obtidos, pelas técnicas implemen-
tadas no trabalho, na execugdo das quatro instancias do conjunto Uchoa. O tempo computacional
gasto estd expresso em segundos.
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Tabela 8: Caracteristicas das instancias do grupo Uchoa
Instancia V| |A| | Menor Grau | Maior Grau | Menor Peso | Maior Peso
pdistuchoa_cut_1 | 500 | 26314 14 320 500 500
pdistuchoa_cut 2 | 310 | 5534 5 81 1 746
pdistuchoa_cut 3 | 371 | 9929 7 114 4 788
pdistuchoa_cut 4 | 428 | 15430 7 172 2 797
Tabela 9: Resultados obtidos para as instancias Uchoa
Instancia BK(vl) | BK(v2) | BK(v3) | BK(v4) | OSTERGARD BT
pdistuchoa_cut_1 TLE TLE 23,977 | 18,379 TLE TLE
pdistuchoa_cut_2 0,109 0,073 0,033 0,029 0,598 TLE
pdistuchoa_cut_3 0,436 0,412 0,129 0,104 2,930 TLE
pdistuchoa_cut_4 1,217 1,633 0,360 0,245 9,334 TLE
Tempo total 61,763 | 62,137 | 24,499 | 18,757 72,862 | 240,000

A instancia pdistuchoa_cut_1, que € constituida de um grafo contendo 500 vértices e
26314 arestas, levou cerca de 18 segundos para sua execucio usando o Algoritmo de Bron-Kerbosch
BK(v4). Utilizando-se do Algoritmo de Bron-Kerbosch BK(v3) foram necessdrios aproximada-
mente 24 segundos. As outras técnicas ndo encontraram a solu¢do 6tima dentro do tempo limite
de execugdo (TLE). Esta instancia foi considerada a mais critica dentre o total de 7292 instancias
utilizadas nos experimentos computacionais, visto que utilizou-se de um maior tempo de processa-
mento.

6. Conclusoes

O Problema da Detecgdo de Cliques com Peso acima de um Limiar foi apresentado e
discutido no presente trabalho. Neste problema, o objetivo € encontrar todos os cliques com peso
acima de um limiar, previamente informado. Foram utilizadas 3 adaptacdes de algoritmos cldssicos
da literatura para a resolucdo do problema em questdo. A fim de se obter uma comparacio en-
tre a eficiéncia das técnicas implementadas, um total de 7292 instancias, provenientes de quatro
conjuntos de problemas de Programacao Inteira, foram usadas.

Um tempo limite de 1 minuto foi estipulado como critério de parada para a execucao de
cada instancia. O algoritmo de Bron-Kerbosch adaptado (BKv4) obteve resultados consideravel-
mente melhores no que se diz respeito ao tempo computacional despendido, quando comparado
as outras técnicas implementadas no trabalho. O algoritmo obteve a solu¢do 6tima para todas as
instancias, dentro do tempo limite de execuc@o (TLE) pré-estabelecido. Credita-se esse bom de-
sempenho a utilizagdo adequada de estruturas para a representacdo dos conjuntos pertencentes ao
algoritmo.

Uma tentativa de paralelizar o algoritmo Bron-Kerbosch adaptado (BKv4) foi realizada,
através da divisdo do grafo em subgrafos conexos, com o objetivo de obter varios conjuntos inde-
pendentes, e entdo utilizar vérias threads para a resolucio de cada conjunto. Infelizmente, todas as
instancias criticas (tempo de execucdo superior a 1 segundo) possuem um grafo conexo, o que im-
possibilitou melhorias no tempo de execucido das mesmas. Nesse sentido, como trabalho futuro, é
sugerida a paralelizacdo do algoritmo Bron-Kerbosch. Além disso, como pesquisas futuras, também
sdo sugeridas: (i) Paralelizacdo das outras técnicas desenvolvidas no trabalho; (ii) Implementacao
de outros algoritmos disponiveis na literatura; (iii) Geracdo de instdncias maiores que as utiliza-
das no presente trabalho; (iv) Melhorias no Algoritmo de Ostergard adaptado e; (v) Melhorias na
heuristica Busca Tabu com Multi-Vizinhangas, principalmente na parametriza¢ao usada.
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