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RESUMO
O Problema da Mochila (PM) é um problema de otimizacdo combinatdria muito estu-

dado nas ultimas décadas, na qual pretende-se minimizar o custo (ou maximizar o lucro), preen-
chendo a mochila com objetos de diferentes pesos e valores. Ja o Problema da Mochila Quadrdtica
(PMQ) é um problema NP-dificil no sentido forte que surge como uma generalizacdo do PM,
tornando-o mais desafiante de ser resolvido. Diversas técnicas propostas para resolver o PMQ po-
dem ser encontradas na literatura. Neste artigo, sera discutido como a combinagao de duas técnicas
(funcdo de penalidade e alisamento) atua para resolver o PMQ e qual a performance que o PMQ
apresenta na geometria do problema apos estas técnicas serem introduzidas. Serd mostrado que, a
aplicacdo direta do método pode ter dificuldades em achar o ponto de 6timo global, ou mesmo uma
solucgdo vidvel.

PALAVRAS CHAVE. Problema da mochila quadratico, Técnica de smoothing, Solucio glo-
bal.

Area Principal: OC

ABSTRACT
The Knapsack Problem, a combinatorial optimization problem, has been widely studied

in last decades. The problem refers to minimize the cost (or maximize the profit) by selecting items
to be carried in a knapsack. The Quadratic Knapsack Problem, in turn, is a generalization of the
Knapsack Problem, and is a NP-Hard problem in the strong sense. Thus, solving Quadratic Knap-
sack is more challenging. Many approaches have been proposed to solve the Quadratic Knapsack
Problem. In this paper, we discuss the use use of penalty function and smoothing techniques to se-
arch for a global optimum of Quadratic Knapsack Problem, showing the geometry of the problem.
It is shown that such techniques may suffer to find the global optimum, or even a feasible solution.
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1. Introducao

O Problema da Mochila (PM) é um problema de otimizagao combinatdria, na qual pretende-
se minimizar o custo (ou maximizar o lucro), preenchendo a mochila com objetos de diferentes
pesos e valores. A formulagdo deste problema é relativamente simples, e pode se apresentar na
forma linear ou quadratica. No segundo caso, o problema é conhecido como Problema da Mochila
Quadrdtico (PMQ) e serd o foco de estudo deste artigo.

O PM e o PMQ sao usualmente utilizados para modelar situagdes da industria o decisdes
financeiras (GAIVORONSKI et al., 2011). Alguns exemplos de aplicacdo do PM podem ser encon-
trados em problemas de investimento, programacdo de dieta para pessoas, problemas de curte de
estoque, problemas de or¢amento, entre outros (PISINGER, 1995). Além disso, muitos dos métodos
de solugdo dos problemas mais complexos empregam o PM como um subproblema (KELLERER et
al., 2004). Por isso, esses problemas NP-Completo vem sendo muito estudado nas ultimas décadas.
Encontrar a decisdo com o valor 6timo pode ser extremamente custosa, uma vez que o conjunto de
solugdes vidveis aumenta exponencialmente com o aumento das variaveis de decisao.

Diversas técnicas foram propostas para solu¢do do PQM. Na survey desenvolvida por
Pisinger ??) se discutem algumas delas, como a familia de limites superiores; a utilizacdo de grafos
com algoritmos branch-and-cut; técnicas de lineariza¢do da funcao objetivo; uso do relaxamento ou
decomposi¢@o por Lagrangeano; utilizacdo de heuristicas, entre outros (PISINGER, 2007).

Neste artigo, contudo, serd discutida a utiliza¢ao das técnicas de penalidade ¢ alisamento
proposta por Murray e Ng (2010) para solucdo de problemas bindrios ndo lineares. A ideia é
geralmente utilizada para obter a solucdo de problemas com diversos 6timos locais. Considerando
que o PMQ pode ser visto como uma generalizacdo do PM, neste artigo serd discutida a geometria
do PMQ e as caracteristicas da utilizacdo da técnica de alisamento na busca da solucdo 6tima do
problema.

No presente artigo a formulacido do Problema da Mochila Quadrdtico junto a inclusdo da
funcdo de penalidade e uma discussdo sobre a técnica alisamento serdo apresentados na Sec¢do 2. O
problema modificado e suas carateristicas serdo discutidos na Secdo 3. A Secdo 4 apresentard uma
discussao da geometria da funcdo quadratica do PMQ e como ela vai mudando (nas diferentes cur-
vas de nivel) até chegar na solug¢do que estamos procurando, alem disso as conclusdes deste artigo
também serdo apresentadas nesta secao.

2. Formulacao do Problema

O problema que serd discutido neste artigo € a formulacdo quadritica do problema da
mochila. Em um modelo de decisdo linear o resultado de um processo de decisdo completa é
avaliado por uma combinacdo linear dos valores associados com cada uma das decisdes binarias
(KELLERER et al., 2004). Por isso, ¢ bem conhecido que o problema da mochila linear ¢ um
problema NP-dificil MATHUR; VENKATESHAN, 2007; ZHAO; LI, 2013).

Segundo (ZHAO; LI, 2013) pode ser formulado da seguinte forma: “Dados n itens
I, Is, ..., I, e uma mochila com capacidade c, cada item I; tem um peso w; e um lucro p;, o
objetivo é encontrar um subconjunto de todos os itens de forma que o total do peso dos itens em [
¢ no mdximo c e o lucro total é o mdximo” !

E natural, também, supor que o lucro de um item deve refletir quio bem os objetos se
encaixam. Uma possivel formulacdo de tal interdependéncia € o PM(Q, no qual um item tem um
lucro correspondente e um lucro adicional p;; € considerado se o item ¢ € selecionado junto com o
item j (KELLERER et al., 2004).

O PMQ € uma generaliza¢do do PM que surge quando o lucro adicional € nulo (p;; = 0)
paratodo: = j (CAPRARA etal., 1999). O PMQ foi introduzido pela primeira vez por (GALLO et
al., 1980) como um surgimento natural em uma variedade e de problemas de pesquisa operacional,

"Para um melhor entendimento do problema da mochila linear revisar a interpretacio de (KELLERER et al., 2004).
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estatistica e anlise combinatéria®. Aplicacdes do PMQ podem surgir em diferentes areas, tais como
problema de projeto do compilador, sistema de fabricacdo de planejamento de producio flexivel,
problema de selecao dos custos compartilhados fixos, fluxos de rede e problema de particionamento
grafico (ZHENG et al., 2012).

O PMQ busca otimizar a funcdo objetivo quadratica sujeita a uma restricio mochila.
Em geral, considera-se que todos os coeficientes sdo considerados ndo negativo e é comum ter
as variaveis de decisdo como binarias (PISINGER, 2007). Ao contrario da maioria dos Problemas
da Mochila o PMQ € considerado um problema NP-dificil no sentido forte, jd que nenhum algo-
ritmo de programacao dinamica com tempo de corrida pseudopolinomial pode existir a0 menos que
P=NP (KELLERER et al., 2004).

Pisinger (2007) define o problema bindrio (0-1) da mochila quadratico como: “Assumindo
que ¢é dado um conjunto N = {1,...,n} de itens onde o item j tem um peso wj inteiro positivo.
Adicionalmente é dada uma matriz nxn inteira ndo negativa P = {p;;}, onde p;j + pj; € o lucro
obtido pela soma de dois itens diferentes i e j. Além disso, o lucro p;; € obtido se o item i € escolhido.
O PMQ pede para selecionar um subconjunto de itens cujo peso total ndo exceda uma determinada
capacidade ¢ da mochila, de modo a maximizar o lucro total.”. Com a introducdo de varidveis
bindrias x; para indicar se um item de j € selecionado, o problema pode ser formulado como:

minimizar Z Z DijTiT (1)
iEN jEN
sujeito a Z wjzr; < C
JEN
zj €{0,1} jeN

ou de forma simplificada, considerando a varidvel de folga s para a restricdo da mochila:

1
minimizar ia:TQx 2)
sujeitoa ATz +bs=b
zj € {0,1}

onde () € uma matriz simétrica de ordemn, A e R", b e Re 0 < s < 1.

Modelos de solugdo para o PMQ, baseados em diferentes técnicas de relaxamento, fixagdo
de varidveis e procedimentos heuristicos, t€m sido propostos na literatura (ZHENG et al., 2012).
(GALLO et al., 1980) utiliza planos superiores; (BILLIONNET; CALMELS, 1996) utilizam uma
técnica de linearizacdo; (HAMMER; RADER, 1997) propdem aproximacgao linear e varidveis de
fixacdo; (BILLIONNET et al., 1999) e (CAPRARA et al., 1999) apresentam um método baseado em
uma decomposi¢do de Lagrange; (FOMENI; LETCHFORD, 2013) apresentam uma modificacio
da programacdo dindmica do PML para se obter uma heuristica construtiva altamente eficaz para a
versdo quadrética (PMQ)>.

Mesmo com os recentes avancgos nos algoritmos de PMQ, nao sempre € possivel resolver
o problema de forma direta. Além disso, o tempo para obter a solu¢do 6tima pode ser muito longo,
especialmente em problemas de tamanho grande. Devido a essas dificuldades, muitos algoritmos de

Para alguns exemplos ver Gallo et al. (1980).
3Para revisar as técnicas mais importantes baseadas em limites superiores ver survey de Pisinger (2007). Outras
técnicas em Li e Sun (2006)
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reducdo tém sido apresentados na literatura, ja que uma boa técnica de reducdo pode ter um papel-
chave no processo de solu¢ao do PMQ (PISINGER et al., 2007). Por exemplo, Zheng et al. (2012)
apresentam uma redu¢do na folga de dualidade entre 0 PMQ e sua relaxacdo Lagrangiana para obter
um limite superior melhorado para o PMQ; Pisinger et al. (2007) apresentam uma reducdo agressiva
utilizando uma cascata de limites superiores para diminuir o tamanho das instancias do problema
até um tamanho administravel.

Outra abordagem para solucao de problemas binarios € a utilizagao de uma fungao penali-
dade a ser adicionada a fungdo objetivo quando a solucdo ndo atender as restricdes de integralidade
das variaveis de decisdo. Nesta condi¢cdo, o problema original pode ser relaxado e resolvido por
técnicas de solucdo continua. Ou seja:

1
minimizar §£UTQx + p(x) (3)

sujeito a ATx +bs =10
0< xj < 1

onde p(x) é a fungdo penalidade. Contudo, algumas caracteristicas do problema modificado pode
atrapalhar a busca da solucao global do problema, como discutido a seguir.

2.1. Funcao Penalidade

Uma funcdo de penalidade ¢ utilizada para punir uma funcio objetivo que viole uma
das restricoes do problema original (BRYAN; SHIBBERU, ). A funcdo de penalidade fornece
uma maneira de atacar os problemas de otimizag¢do restrita usando algoritmos para problemas sem
restrigdes.

Existem finitos pardmetros de penalidade, de modo que cada ponto 6timo do problema de
penalidade correspondente indica os valores 6timos das varidveis discretas do problema inicial, se
o conjunto vidvel deste ndo estiver vazio. Os problemas de penalidade sdo aqueles com varidveis
mistas (BORCHARDT, 1988).

Lucidi e Rinaldi (2010a) apresentam funcdes de penalidade para resolver problemas de
programagdo 0 — 1 e programacio inteira. Yu et al. (2013) propdem uma funcdo de penalidade
efetiva para construir uma sequencia de problemas de otimizacdo sem restricdes que facilitam a
resolucdo de problemas de programacio discreta mista. Zhu (2003) utiliza um parametro de pe-
nalidade para provar a equivaléncia entre as restri¢cdes lineares do problema quadritico com um
problema concavo quadratico continuo. Lucidi e Rinaldi (2010b) apresentam uma funcao de pe-
nalidade para resolver problemas de programacao mista-inteira, com a continua reformulagcdo do
problema original. Mouatasim (2011) usa uma funcao de penalidade para transformar um pro-
blema de programacdo linear com restri¢des ndo lineares em um problema de otimizacdo global
sub restricdes ndo lineares.

Neste artigo sera utilizada a fun¢ao de penalidade para solucdes binarias conforme Murray
e Ng (2010).

p(z) =06 mi(l - aj), 4)

jed

onde 0 é o parametro de penalidade (§ > 0) e J € o conjunto dos indices das varidveis que sao
julgadas para forgar até um limite. Um valor de § o suficientemente grande € usualmente suficiente
para indicar aonde a varidvel esta convergindo para 0 ou 1 Segundo Murray e Ng (2010).
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Contudo, a funcdo penalidade da equagdo (4) é concava. Portanto, com um valor sufici-
entemente grande do pardmetro J, a utilizacdo desta fung¢do penalidade no PMQ bindrio introduz
minimos locais em todos os possiveis pontos inteiros e pode, ainda, apresentar pontos estacionarios
nos dentro da regido de solugio. A Figura 1 ilustra o problema quando a fungo objetivo é 2% + 222,

s N
RS

% 5 A
Rt

A
N

Figura 1: Efeito da func¢do penalidade no problema de otimizagao original

Note na Figura 1 que a funcio objetivo original é convexa. Porém, com a inclusdo da
funcdo penalidade, a funcdo passa a ser concava e todos os pontos vidveis do problema original
sdo dtimos locais. Note, ainda, que a solu¢do do problema original e do problema considerando a
funcdo penalidade s@o as mesmas, neste caso z; = z2 = 0. Além disso, obter a solucdo global
do problema através de técnicas continuas de otimizacdo depende apenas da condicio inicial e, por
isso, encontrar o minimo global pode ser muito dificil.

Para lidar com esse problema de identificar uma condicao inicial adequada, Murray e Ng
(2010) propde o uso da técnica de alisamento para conduzir a solu¢@o para o 6timo local ou, pelo
menos, uma boa solu¢do do problema. A técnica de alisamento para solucio do PMQ ¢ discutida a
seguir.

2.2. Técnica de Alisamento (Smoothing)

Métodos “alisamento” se referem a técnicas que substitui o problema de otimizacdo
original por um problema (ou uma sequéncia de problemas) com uma func¢ao objetivo que apresente
menos (ou um unico) pontos de 6timo local. Como a presenca de varios 6timos locais em um
problema de otimizacdo torna muito dificil a procura do 6timo global, reduzir a quantidade de
6timos locais aumenta a probabilidade de um algoritmo de otimizacdo encontrar a solugao 6tima
global.

Uma forma de alisar”a fungdo objetivo €, por exemplo, introduzir uma fungdo barreira
no problema da equagdo (3), obtendo, assim, o problema da equacao (5).

1
minimizar ixTQ:c + p(x) + b(x) (5)
sujeitoa ATz +bs=1b
0 S :Ej S 1

“Ou ”smoothing”, no inglés

De 25 a 28 de Agosto de 2015.
Porto de Galinhas, Pernambuco-PE
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Na equagio (5), a fung@o barreira b(x) deve ser convexa e escolhida de forma que a funcéo
objetivo tenha um ndmero reduzido, ou até mesmo um unico 6timo local. A Figura 2, extraida de
Murray e Ng (2010), ilustra como a técnica de alisamento pode ser utilizada para se obter o minimo
global.

Figura 2: Efeito do método smoothing no problema de otimizacdo original. Fonte: (MURRAY; NG, 2010)

Existem muitas maneiras de suavizar uma funcio e determinar qual € a melhor vai depen-
der de quais carateristicas da funcdo original se quer eliminar (LUCIDI; RINALDI, 2010a). Murray
e Ng (2010), que prop0s o uso conjunto das fungdes de penalidade e barreira para obter a solugdo
de problemas bindrios nao-lineares, utilizam uma funcdo logaritmica, dada pela equacao (6). Que
serve como uma barreira para o problema original (3) e com a escolha de um bom pardmetro de
barreira o problema transforma-se em um problema convexo e assim € mais facil encontrar uma
solugdo.

A funcido de alisamento que utilizaremos neste artigo serd a seguinte:

ba) = 1y loglas(1 = a1), ©

7

A equacg@o (6), na qual i é o parAmetro de barreira, serve como uma barreira logaritmica
para o problema da equacdo (3). A grande vantagem dessa fung@o é que, com p suficientemente
grande, a funcdo objetivo do problema da equagdo (5) € convexa e a solugdo pode ser facilmente
obtida por técnicas de otimizacdo tradicional. Nesse sentido, Murray e Ng (2010) argumenta que
resolver uma sequéncia de problemas tal que pg > mu; > ... > g, € possivel obter o solugao
6tima global, ou pelo menos, uma boa solug¢do para o problema.

Portanto, a utilizacdo dessa aproximacgdo para solucdo do PMQ pode ser extremamente
atrativa, principalmente para problemas de larga escala. Nesse sentido, a seguir serdo discutidas as
caracteristicas da utilizacdo da técnica de alisamento aplicadas ao PMQ.

3. Caracteristicas do Problema Modificado

A ideia de utilizar a barreira logaritmica para resolver problemas nio-lineares complexos
foi inicialmente proposta para eliminar restricdes de desigualdades (, ver). No entanto, neste traba-
lho, como em Murray e Ng (2010), a barreira logaritmica € considerada como funcdo de alisamento,
uma vez ela € estritamente convexa. Note que, isso faz que as restrigdes 0 < x; < 1 possam ser
descartadas, simplificando a formula¢do do problema. Portanto, o problema a ser discutido nessa
secdo é dado por:
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min = Qe+ 6 w1~ ) — p Y log(ri(1 — ) )

sujeito a ATz +bs=b 8)

Com um p suficientemente grande, a equacdo (7) é convexa e a solucdo do problema é
proxima de z; = 0.50. Conforme o valor de x vai diminuindo gradualmente, a fungdo f apresenta
diversos pontos de 6timo local. Esta situacdo € mostrada na Figura 3 para 4 diferentes valores de p
no exemplo utilizado na Secao 2.1.

x R \“‘ %
=2 i
— A\ee ‘
0 o
0 ( . .
x, 00 X

f(x,.x,)

Figura 3: Efeito do método alisamento no problema de otimiza¢do com funcdo penalidade

Note pela Figura 3 que, se os problemas modificados forem resolvidos sequencialmente,
considerando a solucdo 6tima de um como condicao inicial para a aproximagao posterior, a solugao
6tima do problema sem restricdes ¢ facilmente obtida por diversos métodos de otimizagdo. Por
exemplo, a Figura 4 ilustra o caminho de solucado (linha preta) quando o parametro y varia de 30
até 0. As curvas de nivel representam o problema considerando a funcdo penalidade, como na
Secdo 2.1. Assim, seria possivel, através de uma sequéncia de problemas aproximados, encontrar a
solugdo global do problema.

Essa metodologia é proposta e discutida por Murray e Ng (2010), que observaram a forma
como se utilizam os pardmetros § e u na tentativa de se obter a solucdo global ou, pelo menos,
uma boa solugdo local. Partindo-se da condigdo inicial x; = 0.50, o gradiente da fun¢@o objetivo
pode ser utilizado para identificar o vértice mais atrativo da funcao objetivo independentemente dos
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0.1 1

Figura 4: Efeito do método alisamento no problema de otimiza¢do com funcdo penalidade

valores § e 1° e, progressivamente, alterar § e 1 de forma a impor as condicdes de integralidade do
problema.

Apesar dos bons resultados reportados, a metodologia proposta por Murray e Ng (2010)
pode ser problemdtica na solu¢do de problemas de otimizagao inteira mista, como € o caso do PMQ
discutido neste trabalho. Considere, por exemplo o problema com:

Q:[_OQ 04] A=[6 4] b= [9]

Neste caso, a solu¢do do problema € claramente z; = 0 e x2 = 1. No entanto, ao se
aplicar a metodologia proposta Murray e Ng (2010) a solucao encontrada é x1 = 0.83 e 2 = 1.0.
A Figura 5 ilustra o caminho de solucio do problema.

0.8}

0.7}

0.6

0.4

0.3n

0.2}

0.1r

Figura 5: Efeito do método alisamento no problema de otimizagdo com funcdo penalidade

*Isso porque as equacdes (4) e (6) atingem seus pontos de 6timo em x; = 0.50
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Pela figura é possivel notar que o vértice mais atrativo para a fungdo objetivo quadrética
énoqual ;1 = 1exe = 1. Assim, a metodologia de alisamento direciona o problema para esta
solucdo. No entanto, quando a restricio Az + bs = b° ¢ atingida o problema converge para solugio
r1 = 0.83 e xz2 = 1.0, que ndo atende o critério bindrio das varidveis de decisdo. Portanto, neste
caso, esta metodologia ndo seria ttil para solucao do PMQ.

Contudo, o uso de pré-processamento do problema original pode ser alternativa para me-
lhorar a formulag¢ao do problema e, consequentemente, melhorar o desempenho do método na busca
da solucdo global do problema.

4. Discussao e Conclusoes

Este trabalho discute a geometria do uso da fun¢do penalidade e alisamento, proposta por
Murray e Ng (2010), para solugdo do problema da mochila quadratico. Como j4 foi indicado nas
secdes anteriores deste artigo, tanto a funcio de penalidade (melhora a forma do problema original)
quanto a técnica de alisamento (leva a solucdo até o vértice certo) sdo ferramentas muito importantes
na busca pela solu¢do global de problemas de otimiza¢ao nao lineares.

Contudo, dependendo das carateristicas do problema a ser otimizado o uso destas técnicas
nem sempre leva até uma solugdo viavel do problema original. Isso é claramente notado no exemplo
apresentado na Secdo 3, onde ndo sdo cumpridas as condi¢des bindrias requeridas pelo problema
(3).

Isso acontece, pois, uma vez que o problema aproximado passa de convexo a concavo, 0s
métodos de otimizagdo local ndo sdo capazes de fugir de 6timos locais. Sendo assim, para poder
obter solugdes 6timas para problemas quadraticos que apresentem restricdes mochila, € necessério
ter sorte suficiente para que a geometria do problema analisado seja o suficientemente favoravel (se
encaixe ‘as necessidades do problema analisado) para permitir-nos achar o minimo global ou de
definir um bom ponto inicial de busca ja que quando a técnica proposta por (MURRAY; NG, 2010)
mantem um caminho errado, ¢ impossivel mudar para algum outro.

A dificuldade em alcangar uma solugdo 6tima através do método de (MURRAY; NG,
2010) para o problema (3), de fato, tem a ver com a inclusdo da varidvel de folga s. Isso ocorre,
pois s é uma varidvel continua e, portanto, ndo considera-se a funcao penalidade para ela. Assim,
s introduz uma dimensao no espago de solucdo no qual tem-se infinitas solugdes, o que dificulta a
utilizagdo de métodos de otimizacao local.

Por todos os aspectos mencionados anteriormente podemos concluir que o método pro-
posto por Murray e Ng (2010) pode se apresentar invidvel para resolver de maneira 6tima problemas
misto-bindrio com fungio objetivo quadraticas, como € o caso do PMQ. Isso porque, como mos-
trado neste artigo, o problema pode convergir para uma solucao local ndo-vidvel para o problema
(3), sendo dificil sair desses pontos com uso de métodos de otimizagao local.

Considerando a discussdo apresentada neste artigo, a busca de algumas técnicas comple-
mentares pode melhorar a performance proposta por Murray e Ng (2010) para encontrar solugdes
6timas de problemas quadriticos com restricdes mochila.
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