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RESUMO

O Problema Quadrético de Alocag@o (QAP) é um cléssico problema de otimizacdo com-
binatdria, classificado como NP-dificil e amplamente estudado. Consiste em atribuir N facilidades
a N locais obedecendo a relacdo de 1 para 1 e com o objetivo de minimizar os custos obtidos pela
soma dos produtos distancia-fluxo. A aplicag¢@o da técnica de Reformulagdo e Lineariza¢do (RLT)
ao QAP leva a uma relaxag@o linear justa porém de grandes dimensdes e dificil resolug¢do. Traba-
lhos anteriores baseado no RLT de nivel 3 mostram que € necessario uma RAM na ordem de 700GB
para processar uma instancia considerada grande (/N = 30). Nossa proposta apresenta uma versao
modificada do algoritmo de Adams et al para execucdo em ambientes heterogéneos (CPUs-GPUs)
baseada na RLT de nivel 2. Os resultados obtidos, de acordo com a instancia, chegam a ser 40 vezes
mais rdpidos e ocupam 95% menos memoria do que a versdo com RLT de nivel 3.

PALAVRAS CHAVE. QAP, RLT, GPU.

Area Principal: Otimizacao Combinatoéria
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ABSTRACT

The Quadratic Assignment Problem (QAP) is a classic combinatorial optimization pro-
blem, classified as NP-hard and thoroughly studied. This problem consists in assigning N facilities
to N locations obeying the relation of 1 to 1, aiming to minimize costs of the displacement between
the facilities. The application of reformulation and linearization technique (RLT) to the QAP leads
to a tight linear relaxation but large and difficult to solve. Previous works based on level 3 RLT
need a total of working memory of about 700GB to process large instances (N = 30 facilities). Our
proposal presents a modified version of algorithm of Adams et.al. which executes on heterogeneous
systems (CPUs, GPUs) based on level 2 RLT. Depending on the instance, our results are up to 40
times faster and occupy 95 % less memory than the version with level 3 RLT.

KEYWORDS. QAP. RLT. GPU.

Main Area: Combinatorial Optimization

1. Introducao

O Problema Quadratico de Alocacdo, ou QAP (sigla da literatura internacional utilizada
aqui neste trabalho), ¢ um dos mais dificeis e mais estudados problemas de otimizacdo combinatéria
da literatura. Consiste em encontrar uma alocacdo de N facilidades a /N locais obedecendo a
relacdo de 1 para 1 e objetivando minimizar os custos de deslocamento entre facilidades, custos estes
obtidos pela soma dos produtos distancia-fluxo. Sua formulacdo foi apresentada inicialmente por
Koopmans e Beckmann (1957) e tem aplicagdes praticas em alocacio de objetos em departamentos,
design de placas de circuitos eletronicos, problemas de layouts, planejamento de construcdes, entre
outros.

Dentre os estudos relacionados as aplicagdes do QAP temos: Heffley (1980) em pro-
blemas econdmicos, Francis et al. (1992) com um framework para a atribui¢ao de facilidades a
locagdes, Hubert (1986) em andlises estatisticas, Dickey e Hopkins (1972) em aloca¢des em um
campus universitario e Elshafei (1977) em um planejamento hospitalar. Para um estudo mais apro-
fundado sobre o QAP sugerimos as seguintes referéncias: Pardalos et al. (1994), Padberg e Rijal
(1996), Burkard er al. (1998) e Cela (1997).

Métodos exatos para a solucdo do QAP requerem alto poder computacional, por exemplo,
para uma instancia de 30 facilidades (nug30), Hahn et al. (2013) levou 8 dias em um supercom-
putador composto de 32 mdquinas Intel Xeon 2,2GHz e cerca de 700Gb de memdria principal
compartilhada. Uma estratégia para alcancar a solugdo exata de problemas muito complexos é
dividi-lo em subproblemas menores na tentativa de resolvé-los de forma exata. Os algoritmos do
tipo branch-and-bound sdo os mais conhecidos e utilizados como método exato para a solucdo do
QAP.

Os limites inferiores sdo componentes essenciais para os procedimentos de branch-and-
bound, pois permitem descartar um maior nimero de solugdes alternativas na busca pela solugao
6tima. Os limites alcancados por Burer e Vandenbussche (2006), Adams et al. (2007) e Zhu et al.
(2012) destacam-se como os mais justos para o QAP. A proposta de Burer ¢ Vandenbussche (2006)
consiste em relaxacdes lift-and-project de problemas bindrios inteiros, Adams et al. (2007) apre-
senta um algoritmo dual de subida baseado na técnica de reformulacio e linearizacdo de nivel 2 e
Zhu et al. (2012) também em um algoritmo dual de subida mas baseado na técnica de reformulagao
e linearizacdo de nivel 3.

A Técnica de reformulacdo e linearizag¢do (aqui também utilizada a sigla RLT da literatura
internacional), foi inicialmente desenvolvida por Adams e Sherali (1990), Sherali e Adams (1999),
com o objetivo de gerar relaxagdes lineares com limites inferiores justos para uma classe de proble-
mas de programacao inteira mista 0-1. Na literatura, aplicado ao QAP, encontramos o RLT de nivel
1, ou RLT1, em Hahn e Grant (1998), o RLT de nivel 2, ou RLT2, em Adams et al. (2007) e ainda
o RLT de nivel 3, ou RLT3, em Zhu et al. (2012). Versdes paralelas do RLT3 sdo apresentadas em
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Hahn et al. (2013) e Gongalves et al. (2013), implementados para um cluster com memdoria com-
partilhada e sistemas distribuidos respectivamente. Os trabalhos citados t€ém mostrado que quanto
maior o nivel do RLT utilizado, mais justo € o limite inferior obtido, entretanto, a memoria de tra-
balho (RAM) necessdria para o processamento destes limites aumenta exponencialmente conforme
cresce o nivel do RLT.

Nao encontramos na literatura trabalhos que abordem métodos exatos para a solu¢ao do
QAP utilizando uma estrutura computacional composta de CPUs e GPUs, apenas trabalhos base-
ados em heuristicas, como o do Tsutsui e Fujimoto (2011) baseado no algoritmo de otimizacao
de coldnia de formigas com busca Tabu e utilizando algoritmos genéticos em Tsutsui e Fujimoto
(2009).

A nossa proposta consiste em um algoritmo do tipo branch-and-bound que utiliza para
calculo do limite inferior uma versao modificada do algoritmo dual de subida de Adams et al. (2007)
para ser executado em um ambiente heterogéneo (CPUs-GPUs). O algoritmo tira proveito dos bons
limites alcangados pelo dual de subida RLT2 e do poder computacional das GPUs com baixo uso de
memoria de trabalho quando comparamos com algoritmos dual de subida RLT3 cujos limites sdao
melhores que o anterior mas com a exigéncia de uma quantidade de memoria de trabalho proibitiva
para computadores comerciais.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: Na secdo 2 temos a formulacdo do QAP.
Na se¢@o 3 descrevemos a técnica de reformulagdo e linearizag¢do e a aplicagdo deste método na
formulacdo do QAP. Na Secdo 4 apresentamos o procedimento dual de subida baseado no RLT2 e
suas operagdes. Na Secdo 5 descrevemos as consideracdes sobre GPUs. Na Se¢do 6 detalhamos
a implementacdo do branch-and-bound para ser executado em um ambiente heterogéneo (CPUs
- GPUs). Na Secio 7 reportamos os resultados experimentais, e, finalmente, as consideracoes e
propostas de novos trabalhos na Secéo 8.

2. A formulagio do Problema Quadratico de Alocagiao - QAP

Dados N facilidades, NV locais, um fluxo f;; de cada facilidade i para cada facilidade k,
k # 4, e uma distancia d;,, de cada local j para cada local n, n # j, o QAP consiste em atribuir
cada facilidade ¢ a exatamente um local distinto j de modo a encontrar:

N N N N

min Z Z Z Z [ik@inTijTin (1

i=1 j=1 k=1 n=1

ki n£j
N
sa. » wy=1VY j=1,.,N (2)
=1
N
ay=1Vi=1,.,N (3)
j=1
zij€{0,1} Vi=1,..,N; j=1,..,N 4)

3. Técnica de reformulacao-linearizacao - RLT

Para problemas envolvendo n varidveis, a técnica de reformulacdo e linearizagdo (RLT)
estabelece n niveis hierdrquicos de relaxacdo para um poligono convexo de solugdes inteiras para
o problema original. Para um dado nivel k, k € {1, ...,n}, também denominado como RLT%, ele
utiliza todos os fatores polinomiais de grau k envolvendo £ varidveis bindrias x ou seus comple-
mentares (1 — z).

A linearizag¢do consiste em adicionar variaveis auxiliares, cada uma representando um
possivel produto de varidveis originais ou complementares, e relaciond-los aos originais por novas
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restricdes. Cada nova restri¢do corresponde a uma restricdo original multiplicada por um produto
de varidveis originais ou complementares.

Assumindo ¢;jxn, = firdjn € dijrnpg = 0 paratodo i, k,p = 1,..., N com i, k, p distintos,
ej,n,q=1,..., N, também com j, n, q distintos. A seguir a formulacio obtida quando aplicado o
método RLT2 a formulacido do QAP (Equagdes (1-4)), conforme Adams et al. (2007);

N N N N N N N N N
S5 3 SIS 3 3) ) SLIEIED 35 35 3) 35 3 Z dighnpa®ng
Jj=1

i=1 j=1 i=1 k=1 n=1 i=1 j=1 k=1 n=1 p=1
k#i n#j k#i n#j p#ik q?ﬁjn
(%)
Sazxz]kn: Lij - (i,j,n:1,..,N);7’L7éj (6)
k;éL
N
> @i =i : (g k=1,.,N); i #k (7)
J7n
Z iEzyknpq ;jkn : (i7j7k7naq = 17 7N> ) k 7£ Z.; ja q,n distintos (8)
p#lk
Z %]knpq gj,m : (4,7, k,n,p=1,..,N); i, k,p distintos; n # j 9)
i
Thign = Trnij (2 complementares) = (i,5,k,n=1,..,N); i <k; j#n (10)

1 N/ _ // /! —

" .
T iknpg = Tijpakn = km]pq Thnpgii = Cpgijkn = Lpgknij (6 complementares) : (an

(i,j,k,n,p,g=1,..,N); i<k <p; j,n,qdistintos

zi; >0 (4,j=1,..,N); (12)
T >0 ¢ (i, kn=1,.,N);i<k;j+#n (13)
Cipnpg =0 ¢ (4,5, k,n,p,=1,..,N) 5 i <k <p; j,n,qdistintos (14)
e equagdes (2) e (3);

Para obter a formulagdo (5 - 14), aplicamos inicialmente os passos do RLT1: Sao adicio-
nadas (N x (N — 1))? novas restri¢des (6) e (7) pela multiplicacdo das restri¢des (2) e (3) por cada
uma das N? varidveis bindrias x,, , com i # ke com j # n, (e trocando os indices i e k e os
indices j e n). Logo ap0s, substituimos cada produto x;;xy, pela varidvel bindria correspondente
x;jlm e cada produto x;;x;; por x;;. Devido a propriedade comutativa dos produtos, a restri¢ao
adicional (10) é acrescentada. As :1:; jkn © $§€nz j s@o chamadas de coeficientes complementares.
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A seguir, foram aplicados os passos do RLT2: Sio adicionadas (N x (N —1) x (N —2))?
novas restricdes (8) e (9) obtidas pela multiplicacio das restricdes (6) e (7) por cada uma das N2
varidveis bindrias x,,, com 1, k, p distintos e j,n,q também distintos, (substituindo os indices 7,
k e p, e os indices j, n e ¢q). Entdo, cada produto x;jkn:rpq € substituido por cada varidvel bindria
xé’] knpg- Similar a reformulacdo do RLT1, a restricdo (11) deve também ser imposta. Os coeficientes
T knpas Tijpakn: Chnijpar Thnpai Tpgijkns € Tpgknij S0 também chamados de complementares.

Nés representamos a solucdo dual corrente por um conjunto de matrizes contendo os
coeficientes de custos modificados (custos reduzidos) que sdo mantidos ndo negativos durante a
execugao do algoritmo. Os coeficientes b;; V (i,j = 1,.., V) sdo armazenados em uma matriz B
de dimensdo N x N, os coeficientes de custo c;ji, V (i, j,k,n =1,..,N),comi # ke j # n sdo
armazenados na matriz C' de dimensdo N (NN — 1) x N(NN — 1), por fim, os coeficientes de custo
dijknpqg ¥ (4,4, k,n,p,q = 1,..,N),com i, k, p distintos e j, n, ¢ também distintos, sdo armazenados
na matriz D de dimensdo N(N — 1)(N —2) x N(N — 1)(N —2)

4. O Algoritmo dual de subida para calculo do limite inferior

O LB (Lower Bound) € o valor resultante da maximizacao da funcio objetivo obtida da
dualizagdo da formulagdo do RLT?2 aplicado ao QAP (Equagdes (2), (3) e (5 - 14)). O algoritmo
dual de subida implementado neste trabalho consiste em modificar o valor do LB e dos elementos
das matrizes B, C' e D de modo que nenhum valor se torne negativo e o custo de qualquer solugdo
vidvel para o QAP permaneca inalterado apds a modificacdo conforme as Equacdes (2), (3) e (5 -
14). Como consequéncia desta propriedade, o valor do L B, em qualquer instante da execucao do
algoritmo, ¢ um limite inferior valido para o custo da solu¢do 6tima.

Nossa abordagem para maximizar o LB € transferir custos de D para C, a seguir, de C'
para B, e por ultimo , de B para LB. Para tal, utilizaremos uma versao modificada do algoritmo
dual de subida RLT2 de Adams et al. (2007). O Algoritmo 1 consiste basicamente de um loop com
3 operacdes: Espalhamento de custos, transferéncia de custos entre complementares e concentracao
de custos.

Algorithm 1:
1 inicio
2 LB+ 0
3 U B < melhor solucdo conhecida alcancada por uma heuristica
4 K < limite minimo do progresso do LB(0,00001 < K < 1,0)
5 bij < (se houver, custo de atribui¢do de i em j ¥ (i, j)
6 Cijkn < fik X djn ¥V (3,4, k,n) comi #kej#n
7 dijknpg < 0 VY (i, 4, k,n,p,q) com i, k,p distintos e j,n, q também distintos
8 progress <— 1
9 loop Enquanto (progress >= K)e (LB < UB)
10 Distribuicdo de custos de B para C
11 Distribuicdo de custos de C para D
12 Transferéncia de custos entre coeficientes complementares de D
13 Concentragdo de custos de D para C (c;jiy < Concentrar(dijin))
14 Transferéncia de custos entre coeficientes complementares de C
15 Concentragdo de custos de C para B (b;; < Concentrar(c;;))
16 Concentragdo de custos de B to LB' (LB’ <~ Concentrar(B))
17 LB< LB+ LB’
18 progresso < (LB’ /UB)
19 fim
20 fin
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O Parametro K ¢é fornecido no inicio da execucdo da aplicacdo e serve para interromper
o loop do dual de subida. O K corresponde ao percentual minimo que o progresso do LB deve ter.
O valor de K ndo tem um valor definido, depende da instincia, dimensdo e do histérico de testes,
mas estd entre 0,01% (K = 0,00001) e 100%(K = 1).

4.1. Concentracao de custos

A operacdo de concentra¢do de custos da matriz consiste na transferéncia de custos da
matriz D para a matriz C, da matriz C para a matriz B e da matriz B para o LB, obedecendo as
restricoes (2 - 3) e (6 - 9). A operacdo de concentracdo de custos € tratada como um problema de
atribuigdo linear. Para solucionar cada problema de atribui¢do linear Adams et al. (2007) adota o
Algoritmo Hungaro Munkres (1957). O Algoritmo Hiingaro tem o objetivo de minimizar o custo
total S de uma designagio. Tomemos como exemplo uma matriz de custos M de dimensdo N2,
onde cada elemento M,.; corresponde ao custo de atribuir um recurso  a uma atividade s. A funcio
objetivo fica, entdo: min S = Zi\] Ziv M, sx,s onde z,5 € {0, 1}, Zi\le xs=1Vse{l,.,N}
SN #s=1Vre{1,., N}

Para a concentragdo de D para C, considere M uma matriz de dimensio (N — 2)2. Para
cada (i, j, k,n), M recebe os (N — 2)? elementos de custos da submatriz D; . Para cada (r, s =
L, .., N —2), My recebe d;jin)pq ¥ (4,7, k,n,p, q), com i, p, k distintos e j, n, q distintos. Obtém-
se S a partir da aplicagdo do algoritmo hungaro em M e adiciona S em c;ji,. Os elementos de
custos de d(;jxn)pg> V(7, J, k,m,p, q), com 4, p, k distintos e j,n, ¢ distintos sdo substituidos pelos
correspondentes coeficientes residuais de M. Representamos esta transferéncia de custos como:
Cijkn  Concentrar(Djjpy,). O mesmo sera feito para a operagdo de concentragdo de C' para B3,
bij < Concentrar(C;j), M com a dimensdo (N — 1)? e a operagdo de concentragdo de B para
LB, representado por LB < Concentrar(B) e M com a dimensio N2.

4.2. Espalhamento de custos

A operacdo de espalhamento de custos € o inverso da concentracdo de custos e € feita de
B para C' e de C para D. A operagdo de espalhamento de custos de B para C' consiste em: Para
cada (i, j), o elemento de custo b;; é espalhado nas (N — 1) linhas da submatriz C;;, ou seja, cada
elemento de custo ¢; i, recebe um acréscimo de b;; /(N — 1),V (i, 4, k,n), com k # i e n # j.
Ap6s a atualizagdo de C, bj; =0V (3, j).

Similar a operag@o anterior, o espalhamento de custos de C' to D consiste em: para cada
(4,7, k,n), o elemento de custo ¢;;x, é espalhado nas (/N — 2) linhas da submatriz D;;p,,, ou seja,
cada elemento de custo d; jxnpg recebe um acréscimo de ¢ /(N —2),V (i, 7, k,n,p, q), com i, k, p
distintos e j, n, ¢ também distintos. Apés a atualizagdo de D, ¢;jkn, = 0 V(4,7,k,n),com k # ie
n# j.

4.3. Transferéncia de custos entre coeficientes complementares

Os coeficientes complementares provem a comunicacao de custos entre as submatrizes.
Esta operagdo € essencial para alcancar um bom LB pela aplicacio do método RLT. Uma boa
escolha da estratégia de transferéncia de custos permite alcancar LB justos com baixo tempo de
execucdo em algoritmos dual de subida. A operagdo de transferéncia de custo entre complemen-
tares consiste de incrementar um ou mais coeficientes e decrementar outro(s), mantendo o total de
decrementos e incrementos entre complementares sempre igual a 0.

5. Consideracoes sobre a GPU

A GPU funciona como um co-processador para a CPU executando massivamente célculos
matematicos. As GPUs sao compostas de varios multiprocessadores (ou SM) do tipo Single Ins-
truction, Multiple Data (SIMD) e possibilitam a execu¢do de operagdes em paralelo. Cada SM
possui um grupo de de unidades de processamento (ou SP). A NVidia C2070, por exemplo, possui
14 SMs com 32 SPs cada.

O modelo de programacgdo Compute Unified Device Architecture (CUDA) permite o de-
senvolvimento de programas direcionados a aproveitar o potencial das GPUs. As tarefas sao sub-
metidas pela CPU (host) para a GPU (device) através de chamadas com sinalizacdes definidas pelo
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modelo de programacdo. Essas tarefas sdo chamadas de kernel. Em CUDA cada kernel é execu-
tado por uma thread. Estas por sua vez sdo agrupadas em Blocos, e estes em Grades. Quando um
programa CUDA chama uma grade para ser executado na GPU, cada um dos blocos que compde
essa grade é direcionado para um SM disponivel. Ao receber um bloco para executar, o SM divide
o bloco em conjuntos de 32 threads consecutivas (warps). Cada warp executa uma tnica instru¢do
de cada vez. Quando um bloco € finalizado, um novo € atribuido ao SM.

As memoria da GPU ¢é organizada em um forma hierdrquica composta por 4 niveis dis-
tintos: a memoria local presente em cada SP, a memoria compartilhada que pode ser acessada por
qualquer SP de um mesmo SM, a memoria global que € visivel por qualquer SP e, finalmente, a
memoria constante que € acessivel apenas para leitura por todos os SPs. Tais niveis possuem tempo
de resposta de 2, 2, 600 e 600 ciclos de clock, respectivamente.

6. Branch-and-bound com o dual de subida RLT2 adaptado para a GPU

O algoritmo branch-and-bound baseia-se em uma enumeracao implicita de todas as solucdes
para o problema a ser resolvido. O espaco de potenciais solucdes € explorado por construgcao
dindmica de uma arvore cujo no raiz representa o problema inicial. Os nds folha sdo as solucdes
possiveis e os nds internos sdo subespacos do espagco de busca total. Cada né interno da arvore
representa um subproblema do problema a ser resolvido. As operacdes de Branch e Bound definem
uma nova divisao do problema ou o encerramento da sondagem do nd, respectivamente. Na sonda-
gem do cada né € utilizado como limite inferior o obtido na execucao do algoritmo dual de subida
apresentado na se¢do 4, e com limite superior, a melhor solugdo conhecida da literatura obtida por
uma heuristica.

A aplicagdo contendo o Branch-and-bound é executada na CPU (host), criando cpu_thread
(utilizamos essa denominacdo para threads triviais com o proposito de diferenciar das threads da
GPU). A quantidade de cpu-thread acompanha o total de GPUs disponiveis. O né raiz da arvore
de Branch-and-bound é sondado pela cpu_thread de id = 0. Apds o lo. Branch, cada cpu_thread
assume para si um ramo (ou né) do nivel 1 da arvore e faz busca em profundidade. Ao terminar o
seu ramo, a cpu_thread assume outro ramo que ainda ndo tenha sido sondado.

As matrizes B, C' e D sdo armazenadas na memoria global da GPU. Para cada n6 sondado
a cpu_thread executa o algoritmo dual de subida da Sec@o 4. As operacdes de concentragdo de
custos, espalhamento de custos e transferéncia de custos sao executadas pela GPU, submetidas para
a GPU na forma de kernels.

A concentracdo de custos deverd fazer uso de um algoritmo de atribuicdo linear, que
poderia ser o algoritmo Hitingaro, Munkres (1957), amplamente usado devido a sua eficiéncia. Este
algoritmo ndo permite uma boa paralelizacdo em funcao das diversas cadeias de decisdo em seu
codigo. Optamos neste trabalho em utilizar o Algoritmo do Leilao de Bertsekas e Castanon (1989),
também utilizado como algoritmo de atribuico linear e € mais eficiente na paraleliza¢do para GPU.
cada pessoa (participante) e objeto do algoritmo de Leilao corresponderd, aqui neste trabalho, a
facilidade e local do problema original do QAP, respectivamente. A estratégia na paralelizacdo do
algoritmo de Leilao estd em deixar cada thread com a fun¢do de uma pessoa do algoritmo.

Na concentragdo de D para C, a matriz M de dimensdo (N — 2)? é posicionada na
memoria compartilhada de cada SM. Para cada (i, j, k,n), os coeficientes de custos da submatriz
D jjr, sdo transferidos para M e um algoritmo de leildo € executado. E designado 1 warp (32 thre-
ads) para cada execucdo do algoritmo de Leildo. Ao final da execucio, os coeficientes resultantes
de M, na memdria compartilhada, sio transferidos para D;;x, na memoria global. Essa disposi¢do
¢ repetida na concentracdo de C para B e de B para LB.

Optamos em ndo implementar o compartilhamento da mesma posicdo de memoria para
coeficientes complementares, permitido pelas restricdes (10) e (11) e utilizado em Adams et al.
(2007), o que poderia reduzir a memdria necessdria para armazenar a matriz D. A justificativa estd
na perda de desempenho da aplicagao, ja que os coeficientes das matrizes nao estariam em blocos
contiguos necessitando, assim, de vdrios ciclos de leitura para transferir da memoria global para a
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matriz M na memoria compartilhada. Outro motivo, que também ocasiona perda de desempenho,
¢é termos vdrias threads, em warps distintos, acessando de forma concorrente a mesma posi¢do na
memoria, e assim, serializando o acesso a memoria global.

Nés observamos que cada coeficiente da submatriz (d;jy, )pg corresponde ao complemen-
tar da submatriz (dkmj)pq. Entdo, nds introduzimos o conceito de submatrizes complementares
onde: para todo (i,k = 4,...,N), e (j,n = 1,...,N), com i < k, as submatrizes (d;jrn)pq €
(dkm-j)pq sao complementares. Utilizando este conceito, nds podemos reduzir o tamanho da matriz
D pela metade, como também reduzir pela metade a quantidade de operagdes de concentragcdo de
custos de D para C' impactando no tempo de execucdo da aplicacéo.

A estratégia de branch consiste de um strong branch onde € feita uma avaliacdo prévia
de um conjunto de atribuicdes e concentragdes das facilidades ainda ndo atribuidas a cada local,
também ndo atribuido, e em seguida, é selecionada a unidade (linha ou coluna) que obtiver o maior
LB. A concentracdo utilizada no strong branch segue o algoritmo dual de subida RLT1 similar ao
da Sec¢ao 4, excetuando pelas operagdes que transferem custos relacionados a matriz D.

7. Implementacio e Resultados

O algoritmo proposto, aqui chamado de GPU RLT2, foi implementado usando a lingua-
gem C++ e 0 modelo de programagdo CUDA. Os experimentos, exceto pela instdncia que estd em
negrito na Tabela 1, foram executados em uma méaquina de uso ndo exclusivo com 2 CPUs Intel
Xeon Hexcore (total de 12 ntcleos) com 24 GB de RAM e 4 GPUs NVidia Tesla C2070. Cada
GPU possui 448 cores de 1,15GHz (14 SMs com 32 SPs cada) e 6 GB DDRS5 de memdria global.

A Tabela 1 expde os resultados alcangados para diferentes instancias e tamanhos do QAP.
Utilizamos como referéncia, na avaliacdo de nossos experimentos, os obtidos pelo algoritmo se-
quencial dual de subida RLT2 de Adams et al. (2007) e pelo algoritmo paralelo RLT1/2/3 Parallel
C de Hahn et al. (2013).

Novos testes foram feitos com o algoritmo dual de subida RLT?2 e seus resultados foram
apresentados em Zhu et al. (2012), sendo deste tltimo os que constam na Tabela 1. Os experimentos
do dual de subida RLT2 de Zhu et al. (2012) foram feitos em 2 ambientes computacionais: em
1 CPU Sun Fire E6900 de 1,9GHz, computador este utilizado no processamento das instancias
Nug20, 22, 24 e 25, e em 1 CPU Itanium de 733MHz utilizado nas instancias Nug28 e 30. O
algoritmo dual de subida RLT1/2/3 Parallel C de Hahn ef al. (2013) empregou 30 dos 64 nés do
Palmetto Supercomputing Cluster da Universidade de Clemson - EUA, cluster com 2TB de memodria
compartilhada e cada n6 com 1 CPU Intel Xeon de 2,2GHz.

Nossa proposta foi avaliada executando instancias encontradas no site do QAPLIB (Bur-
kard et al. (1997)). Além das instancias utilizadas em Hahn ez al. (2013), adicionamos a bateria de
testes as instancias: Tai20a, 20b, 25a, 25b, 30b, Kra30a, Kra30b e Tho30.

A Tabela 1 estd assim organizada: Nas 3 primeiras colunas, as informagdes sobre a
instancia como: a identificacdo, o total de facilidades (N) e o valor 6timo encontrado na literatura.
As demais colunas apresentam os resultados dos algoritmos ja citados. Na 4a, 5a e 6a coluna, a
quantidade de nés do Branch-and-bound, quantidade de memoria principal e o tempo de execugao,
respectivamente, referentes ao algoritmo dual de subida RLT2. Na 7a, 8a, 9a e 10a coluna, a quan-
tidade de nés do Branch-and-bound, o total de nds na etapa do RLT3, a quantidade de memoria
principal e o tempo de execugdo, respectivamente. E, finalmente, os resultados obtidos em nosso
algoritmo (GPU RLT2), em sequéncia: o total de nds sondados no Branch-and-bound, a quantidade
de memdria RAM utilizada no host, o total de memoria global utilizada nas GPUs (somadas as
memorias individuais das 4 GPUs), e o tempo de reldgio da execucao.

Comparando os resultados alcangados pelo dual de subida RLT2 e pelo GPU RLT2 obser-
vamos que o speedup varia de 50 a 300 conforme a instancia. Algumas instancias possuem ramos
do B&B bastante desbalanceados fazendo com que GPUs encerrem seus ramos mais cedo que ou-
tras. Procedimentos de balanceamento de carga foram implementados, mas os testes nao foram
finalizados a tempo para esse artigo.
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Ao avaliar o tempo de execucdo de cada operacdo constante do algoritmo dual de subida
apresentado na Secdo 4, observamos que a operagao de transferéncia de custos entre complementa-
res da matriz D registra um tempo de execucdo compardvel a operacdo de concentragdo de custos
da matriz D. Isto € justificavel ja que a operacdo de concentracdo de custos € realizada na memdoria
compartilhada, cujo tempo de resposta € de cerca de 1 a 2 ciclos de clock e o algoritmo do leildo
foi implementado buscando aproveitar a transferéncia coalescente de dados, onde um grupo de th-
reads acessa um igual grupo contiguo de dados em um mesmo ciclo de leitura/escrita de memoria.
A operagdo de transferéncia de custos entre complementares consiste basicamente na leitura e es-
crita na memoria global, cujo tempo de resposta € de cerca de 600 ciclos de clock, bem superior
ao da memoria compartilhada, e tem como agravante a disposi¢do ndo contigua dos coeficientes
complementares, gerando acessos ndo coalescentes das threads, prejudicando a paralelizacio das
operagoes.

O algoritmo dual de subida RLT1/2/3 Parallel C estende a relaxacdo até o RLT de nivel 3,
alcancando limites inferiores mais justos que o RLT de nivel 2, entretanto ha a necessidade de uma
extensa memoria de trabalho. A implementacdo da técnica RLT3 exige, além das matrizes B, C' e
D presentes no RLT2, uma matriz E de dimensdo (N x (N —1) x (N —2) x (N — 3))? impondo,
assim, a necessidade de uma elevada quantidade de memoria de trabalho para o armazenamento
e processamento da matriz . Com o limite inferior mais justo, as arvores do branch-and-bound
do RLT1/2/3 Parallel C passam a ser podadas mais cedo e, portanto, um menor nimero de nos
s@o sondados. Ao compararmos os resultados da nossa proposta com os do RLT1/2/3 Parallel C,
comprovamos em ndmeros na Tabela 1 o que era evidente, a baixa quantidade de memoria de
trabalho e um maior nimero de nés sondados em nossa proposta (GPU RLT2).

Ainda comparando os resultados do GPU RLT2 com os alcangados pelo RLT1/2/3 Parallel
C, observamos que o tempo de execugdo € cerca de 40x menor nas instancias Nug20, 22, 24, 25
e 27, cerca de 22x menor na Nug28 e cerca de 8,5x menor na Nug30. A reducdo de desempenho
do RLT2 em relagdo ao RLT3 com o aumento da dimensao do problema do QAP ¢ apontado em
Zhu et al. (2012). Eles mostram que para instancias com dimensdes superiores a 28 facilidades, as
aplicacOes baseadas na relaxagdo RLT2 passaram a ter um tempo de execugao superior as aplicacoes
com relaxagdo RLT3.

A Instancia Tai35b, em negrito na Tabela 1, foi resolvida de forma exata pela primeira
vez pelo nosso algoritmo confirmando o valor 6timo alcancado por heuristicas. Para resolver a
instancia 7ai35b, o algoritmo GPU RLT2 foi executado em 2 maquinas conectadas a redes distintas,
sem exclusividade e com interrup¢des. Cada maquina possui 2 CPU Xeon com 6 nucleos cada. A
primeira maquina hospeda uma GPU NVidia Titan de 16 SMs com 192 SPs cada (total de 3072 SPs
de 1088MHz) e 12GB DDR de memoria global. A segunda hospeda uma GPU NVidia Tesla K40c
de 15 SMs com 192 SPs cada (total de 2880 SPs de 745MHz) e também 12GB DDRS5 de memoria
global. O desempenho da segunda maquina, durante a execugao da aplicaco, é cerca de 3 a 4 vezes
menor que a primeira. A execugdo esteve sujeita a interrupcdes devido a falta de energia e queda da
rede, impondo a necessidade de implementacdo de um procedimento de gravacao de checkpoints
em intervalos de tempo pré-definidos, com o objetivo de armazenar o caminho percorrido da raiz
até o n6 do B&B no instante da gravacdo. O tempo apresentado na Tabela 1 corresponde a soma
dos tempos individuais de relégio de ambas as maquinas. Na execug@o da Tai35b, o gap alcancado
no no raiz foi de 4,92%, bem inferior ao melhor conhecido constante do site do QAPLIB Burkard
etal. (1997) que € de 14,52 %.

8. Consideracoes e trabalhos futuros

As GPUs mais recentes do mercado tendem a ter um nimero cada vez maior de SPs, no
entanto, sua memoria ndo tem acompanhado o mesmo crescimento. Quanto maior a quantidade de
SPs, maior o poder computacional e consequente redug@o no tempo de execugao de uma aplicagao,
este cendrio propicia as aplicagdes com relaxagdo RLT2 vantagens sobre as aplicagdes com RLT3,
ja que uma GPU com 12GB podera, com auxilio de nosso algoritmo, processar uma instancia
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com 40 facilidades, mas uma aplicacao baseada no RLT3 vai precisar, para a mesma instancia de 40
facilidades, ndo menos do que 2TB de meméoria principal, memoria RAM proibitiva a uma maquina
comercial.

A cédigo do algoritmo GPU RLT2 ainda estd em processo de revisao, e novas alteragcdes ja
permitem um desempenho melhor, em especial na execug¢do de instincias com dimensdes superiores
a 30 facilidades. Uma versao distribuida estd sendo avaliada prometendo bons resultados. Outras
contribuicdes, como uma técnica de economia de memoria ampliando a execucdo de dimensdes
maiores que 35 facilidades utilizando as mesmas GPUs, também estd em teste. Os resultados e as
novas contribui¢des serdo apresentadas em artigo futuro.
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