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RESUMO

Neste trabalho, é apresentada uma revisdo sistematica de heuristicas paralelas para
reducdes de largura de banda e de profile de matrizes simétricas e esparsas. Foram identificadas
13 heuristicas paralelas. Nesses trabalhos, a maioria dos pesquisadores compararam os resultados
experimentais entre as heuristicas paralelas e sequenciais. Somente em duas publicagdes os autores
compararam suas heuristicas paralelas com outras heuristicas paralelas. Com isso, ndo € possivel
reconhecer o estado da arte nos problemas. Nesta revisao, essas publicacdes sdo analisadas, as abor-
dagens adotadas para a paralelizacdo das heuristicas sao identificadas, bem como quais bibliotecas
paralelas foram utilizadas para a paraleliza¢do dos algoritmos.

PALAVRAS CHAVE. reducio de largura de banda, reducao de profile, computacao paralela.

Otimizacao combinatdria.

ABSTRACT

This work shows a systematic review of parallel heuristics for bandwidth and profile
reductions of symmetric sparse matrices. We identified 13 parallel heuristics for these problems.
In these publications, most of the researchers compared the results between their parallel and
sequential heuristics. Only in two publications the authors compared the results of their parallel
heuristics with other parallel algorithms. Thus, it is not possible to recognize the state-of-the-art
heuristics for addressing the problems. In this review, these publications are analyzed, the adopted
approaches for the parallelization of the heuristics are identified, and the parallel libraries that were
used for the parallelization of the algorithms are listed.

KEYWORDS. bandwidth reduction, profile reduction, parallel computing.

Combinatorial optimization.
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1. Introducao

Uma variedade de problemas cientificos, de engenharia e industriais, sdo descritos por
equacdes diferenciais parciais (EDPs). Em geral, na resolu¢do numérica de EDPs elipticas e
parabdlicas, sdo gerados sistemas de equagdo lineares. As matrizes contidas nesses sistemas de
equacdes lineares sdo de grande porte e esparsas. Tais sistemas sdo provenientes da utilizacdo de
métodos como os dos elementos finitos (MEF), das diferencas finitas e dos volumes finitos [Gon-
zaga de Oliveira e Chagas, 2014, p. 3-12].

Para a resolucdo de um sistema de equacdes lineares, podem ser aplicados tanto métodos
diretos como iterativos. A eliminacdo de Gauss e a decomposicao LU sio exemplos de métodos
diretos. Para métodos iterativos, o método mais popular é o método dos gradientes conjugados
(MGC) [Hestenes e Stiefel, 1952; Lanczos, 1952], indicado para resolugdo de sistemas de equacdes
lineares de grande porte, nas ocorréncias em que a matriz dos coeficientes é simétrica e positiva
definida. O custo computacional exigido nessa resolugdo, seja por métodos diretos ou iterativos,
¢ alto quando aplicado a sistemas de equagdes lineares de grande porte, tornando-se o verdadeiro
gargalo em tais simulagdes computacionais.

Com o objetivo de reduzir o tempo de execucdo de métodos iterativos ou diretos na
resolucdo de sistemas de equagdes lineares, pode ser realizado o reordenamento das linhas e co-
lunas da matriz esparsa, antes de serem realizados os cdlculos matriciais. Esse reordenamento é
realizado como um passo de pré-processamento na matriz de coeficientes. H4d métodos que reali-
zam esse reordenamento para reduzir a largura de banda ou o profile de matrizes. A reducdo de
largura de banda de matrizes consiste em realizar permutacdes de linhas e colunas, deixando-a com
uma estrutura compacta, de modo que os coeficientes ndo nulos estejam préximos a diagonal prin-
cipal. Desse modo, a banda de uma matriz é definida como a banda diagonal que compreende as
diagonais da matriz, contendo coeficientes nao nulos mais distantes da diagonal principal em ambas
as direcOes. Por sua vez, largura de banda de uma matriz simétrica é a quantidade de subdiagonais
da matriz triangular inferior ou da superior [Gonzaga de Oliveira e Chagas, 2014, p. 9]. O profile
¢ definido como o somatério das larguras de banda de cada linha da matriz [Gonzaga de Oliveira e
Chagas, 2014, p. 10].

Os problemas de minimizacao de largura de banda e de profile sdo pertencentes a classe
NP-Dificil [Papadimitriou, 1976; Lin e Yuan, 1994]. Por causa da importancia desses problemas,
existe uma grande variedade de heuristicas para reducdes de largura de banda e de profile de ma-
trizes [Bernardes e Gonzaga de Oliveira, 2015; Chagas e Gonzaga de Oliveira, 2015; Gonzaga de
Oliveira e Chagas, 2015; Gonzaga de Oliveira et al., 2016a,b, 2017]. Atualmente, com a utilizagao
de processamento paralelo, pode-se obter custo de processamento muito menor nas resolugdes, es-
pecialmente quando os tamanhos dos problemas tratados sdo muito grandes e impedem a obtengao
de resultados precisos em tempos de computagdo aceitdveis por algoritmos sequenciais. Assim,
neste trabalho, € apresentada uma revisao sistematica de algoritmos paralelos para os problemas de
reducdes de largura de banda e de profile de matrizes.

A seguir, na Secdo 2, mostra-se como foi realizada a revisdo sistemdtica. Na Se¢ao 3, sao
descritas, de forma breve, as abordagens paralelas das heuristicas para reduzir largura de banda ou
profile de matrizes, encontradas durante a realizacdo da revisdo sistemética da literatura. Por fim, a
conclusdo deste texto € apresentada na Sec¢do 4.

2. Revisao sistematica

O presente estudo sobre implementacdes paralelas de heuristicas para redugdes de largura
de banda e de profile de matrizes teve inicio em abril de 2016. Trata-se de uma revisao sistematica
realizada na base de dados Scopus™ . A busca na base foi realizada utilizando a seguinte chave
de busca: ((TITLE-ABS-KEY(bandwidth) OR TITLE-ABS-KEY (profile)) AND (TITLE-ABS-KEY
(reduction) OR TITLE-ABS-KEY(reordering)) AND TITLE-ABS-KEY(matrix) AND TITLE-ABS-
KFEY(parallel)) OR (TITLE-ABS-KEY(ordering) AND TITLE-ABS-KEY(preconditioned conjugate
gradient) AND TITLE-ABS-KEY(parallel)).
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Essa busca resultou em 164 artigos. Em cada um dos artigos recuperados na busca, foram
verificados titulo, resumo e palavras-chave. Somente abordagens paralelas de métodos para reduzir
largura de banda ou profile de matrizes foram selecionadas entre os artigos recuperados. Além
disso, foi realizada uma busca na ferramenta de pesquisa Google Scholar e foram identificadas
as publicacdes de [Rodrigues et al., 2016a] e [Rodrigues et al., 2016b]. Dessa maneira, os dados
foram extraidos de forma a adquirir uma comparacio clara entre cada uma das publicacdes. Com

isso, foram selecionados 13 artigos para serem analisados detalhadamente.

Na Tabela 1, sdo listadas as publica¢des com algoritmos paralelos para reducdes de largura
de banda ou de profile encontrados na literatura. Na primeira coluna, estio listados 13 algoritmos
paralelos para reduzir largura de banda ou profile de matrizes esparsas. Na segunda coluna, sdo
listadas as bibliotecas utilizadas para a paraleliza¢do dos algoritmos. Na terceira e dltima colunas,
sdo listadas as heuristicas sequenciais (ou técnica utilizada) que foram paralelizadas para reduzir
largura de banda e/ou profile de matrizes esparsas, respectivamente. Na Tabela 2, sdo listadas

"'Vﬂ‘ﬁ\'k*

informagdes sobre as instancias de testes utilizadas pelos autores em seus respectivos artigos.

Algoritmo paralelo
(publicacdo)

Biblioteca
utilizada

Redugio de largura de banda
(publicacao)

Reducdo de profile
(publicacio)

[Prasad et al., 1992]

[Puttonen, 1983]

[Esposito e Tarricone, 1996]

CRAY Shared Memory
Access e Parallel
Virtual Machine

Busca tabu [Reeves, 1993]

[Tarricone, 2000]

Parallel Virtual Machine

GA [Tarricone, 2000]

Reordenacdo espectral ponderada

[Manguoglu et al., 2010] Pﬁgéifs [Barnard et al., 1995] / )
RCM [George, 1971]

[Gibou e Min, 2012] OpenMP [Cuthill e McKee, 1969] -

[Deb e Srirama, 2014] pacote GA em R [Cuthill e McKee, 1969] -
[Karantasis et al., 2014] Galois RCM [George, 1971] [Sloan, 1989]

[Tsuburaya et al., 2015] OpenMP RCM [George, 1971] -

[Rodrigues et al., 2016a] OpenMP L-RCM [Chan e George, 1980] -

[Rodrigues et al., 2016b] OpenMP L-RCM [Chan e George, 1980] -

[Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016a] MPI [Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016a] -

[Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016b] MPI [Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016b] -

[Azad et al., 2017] MPI e OpenMP RCM [George, 1971] -

Tabela 1: Publica¢des com algoritmos paralelos para reducdes de largura de banda e de profile de matrizes.

Algoritmo paralelo Dimensao Dimensdao | Quantidade minima | Quantidade mdxima
(publicacdo) minima méxima de coeficientes de coeficientes

[Prasad et al., 1992] - - - -
[Esposito e Tarricone, 1996] 500 1.000 - -
[Tarricone, 2000] 284 1.231 - -
[Manguoglu et al., 2010] 7.548 2.063.494 41.746 14.612.663
[Gibou e Min, 2012] - - - -

[Deb e Srirama, 2014] - - - -
[Karantasis et al., 2014] 503.712 | 23.947.347 7.660.826 100.663.202
[Tsuburaya et al., 2015] 93.879 381.197 34.396.220 82.050.304
[Rodrigues et al., 2016a] 146.689 1.585.478 3.636.643 89.306.020
[Rodrigues et al., 2016b] 8.192 1.585.478 41.764 89.306.020
[Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016a] 936 12.452 - -
[Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016b] 24 23.133 - -
[Azad et al., 2017] 72.000 | 27.993.600 28.715.634 760.648.352

Tabela 2: Informagdes sobre as instincias de testes utilizadas pelos autores de algoritmos paralelos para

redugdes de largura de banda e de profile de matrizes.

Esse é um tépico de pesquisa recente. Na Figura 1, enfatiza-se que, entre as 13 heuristicas
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paralelas identificadas, nove foram publicadas nos tltimos cinco anos.

Quantidade de heuristicas paralelas
o = N w £ (4] [=2] ~ © ©

1991-2000 2001-2010 2011-2017

Figura 1: Quantidade de heuristicas paralelas para reducdes de largura de banda e/ou de profile de matrizes,
de 1991 a 2017.

Como descrito, na maioria dessas publicagdes, os autores comparam o algoritmo paralelo
com a versdo sequencial, e ndo compararam o algoritmo paralelo proposto com outros algoritmos
paralelos. Em [Rodrigues et al., 2016b], os autores mostraram que seu algoritmo paralelo apre-
sentou desempenho computacional melhor que o algoritmo paralelo proposto em [Karantasis et al.,
2014]. Em [Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016b], os autores apresentaram duas heuristicas paralelas,
comparando os resultados experimentais entre elas. Como nao hé na literatura avaliagdes entre os
13 algoritmos identificados, ndo é possivel reconhecer o estado da arte nos problemas.

3. Heuristicas paralelas para reducées de largura de banda e de profile de matrizes

Nesta secdo, sdo descritas, de forma breve, 13 heuristicas paralelas para reduzir largura de
banda ou profile de matrizes identificadas na literatura. Além disso, sdo abordadas as comparacdes,
realizadas pelos pesquisadores, dos resultados apresentados pelas heuristicas paralelas identificadas
nesta revisdo sistematica.

3.1. Proposta de Prasad e colaboradores

Em [Prasad et al., 1992], os autores introduziram um método paralelo para a reducdo
da largura de banda de matrizes simétricas. Trata-se de uma permutacdo realizada com linhas
e colunas de matrizes projetada para o mapeamento de matrizes lineares em arquiteturas Single
Instruction, Multiple Data. Esse método € uma versao modificada do método sequencial publicado
em [Puttonen, 1983], também utilizado para redu¢do de largura de banda de matrizes simétricas.
Na resolucio de sistemas de equagdes lineares, foi utilizada a decomposicdo LU. A paraleliza¢ao
do método foi apenas introduzida e mostrada possivel de ser utilizada por meio de andlise de com-
plexidade, ou seja, o método em paralelo ndo foi implementado.

3.2. Proposta de Esposito e Tarricone

Em [Esposito e Tarricone, 1996], os autores descreveram um método paralelo para
reducdo de largura de banda de matrizes esparsas, baseado na meta-heuristica busca tabu [Reeves,
1993]. Por meio de uma funcdo de custo, uma pontuagdo é calculada para cada vizinho e a me-
lhor delas € selecionada como a solugdo na iteracdo seguinte. A funcfo de custo, nesse caso, é
representada pela soma ponderada da largura de banda ou do profile da matriz de coeficientes.

A implementacdo do método em paralelo foi realizada e testada nas plataformas IBM SP2
e Cineca CRAY T3D. Na plataforma SP2, foi testado um paradigma de programacao mestre-escravo
e uma abordagem Single Program, Multiple Data (SPMD). Para a implementacdo dos cédigos, foi
utilizada a interface de programacdo Parallel Virtual Machine. Na plataforma T3D, o paradigma
de programacio utilizado foi SPMD com meméria compartilhada. A comunicag@o entre os pro-
cessos foi implementada com a biblioteca CRAY Shared Memory Access, utilizando um recurso de
mapeamento 16gico com memoria compartilhada. Para ambas as plataformas em que essas duas
abordagens foram projetadas, ha varias abordagens possiveis de paralelizacdo da meta-heuristica.
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Uma forma possivel consiste na execugdo de varias buscas em paralelo e na comparagao periédica
dos resultados. A busca continua em todos os processos, a partir da melhor solu¢do encontrada até
o momento. Cada pesquisa se diferencia uma da outra por alguns pardmetros de ajustes. Outra
técnica utilizada nessa proposta consiste em distribuir particdes do problema entre 0s processos e
intercalar os resultados em uma tnica solucdo.

Foram aplicados dois métodos numéricos na resolugdo de sistemas de equagdes lineares.
Um deles, chamado de Mode-Matching [Tarricone et al., 1995], alcancou altos speedups ao utilizar
uma estratégia de renumeracdo apropriada. O outro, baseado no método dos elementos finitos,
oferece pacotes apropriados com redutores de largura de banda. Ao apresentar solugdes ineficientes,
em que a largura de banda nao foi reduzida, dois niveis de otimizagdes heuristicas foram propostos
para a estratégia utilizando o métodos de elementos finitos: otimizacédes intermedidria e fina. Essas
abordagens diferem basicamente na quantidade de iteracdes executadas e no critério de parada.

Nos resultados experimentais, foi verificado que o método paralelo apresentou resultados
(computacionalmente) eficientes em aplicacdes reais. A estratégia utilizando o método numérico
Mode-Matching foi mais eficaz e escaldvel do que a estratégia utilizando o método dos elementos
finitos, garantindo um equilibrio de carga na execucao da aplicacao.

3.3. Proposta de Tarricone

Em [Tarricone, 2000], o autor apresentou uma solugdo por algoritmos genéticos para re-
duzir largura de banda de matrizes esparsas. Nesse método, a geracdo da populacdo inicial foi
realizada em paralelo e os resultados da pesquisa evolutiva, de cada populagdo, foram coletados
periodicamente, de modo que o cruzamento e as mutagdes foram realizados sobre 0s cromossomos
de populacdes diferentes com um aumento do nivel da hibridacdo. Em seguida, a funcio de custo
¢ computada em paralelo, ao realizar uma decomposicdo em blocos adequada das matrizes e dos
vetores de permutacdes. Contudo, a tarefa de computar a funcdo de custo é dificil de ser realizada,
especialmente quando o tamanho do problema é grande.

Aplicado em problemas de modelagem de circuitos eletromagnéticos, os resultados apre-
sentados pelo método paralelo baseado em algoritmos genéticos foram comparados com resultados
apresentados pelo pacote MEF do software EMAP1, ambas as abordagens em conjunto com um
método direto de resolucdo de sistemas de equagdes lineares para matrizes em banda. O método
paralelo baseado em algoritmos genéticos foi implementado utilizando a interface de programacgao
Parallel Virtual Machine, em uma maquina IBM SP2 com oito niicleos. Segundo os autores, os re-
sultados, em relacdo ao desempenho computacional e eficdcia, apresentados pelo método paralelo
baseado em algoritmos genéticos foi superior em relagdo aos resultados apresentados por algorit-
mos contidos no pacote MEF do software EMAP1.

3.4. Abordagem de Manguoglu e colaboradores

Em [Manguoglu et al., 2010], os autores apresentaram uma estratégia de reordenamento
das linhas e colunas de uma matriz de tal maneira que € possivel obter um precondicionador para
resolutores iterativos de sistemas de equacdes lineares. Para isso, € utilizada uma reordenagdo nao
simétrica para mover os coeficientes para perto da diagonal principal. Uma reordenacdo espectral
ponderada ¢ utilizada para mover os maiores coeficientes para perto da diagonal principal. Desse
modo, uma matriz com largura de banda pequena é obtida para ser utilizada como um precondi-
cionador para métodos baseados no subespaco de Krylov, deixando de fora da banda diagonal os
coeficientes de menor magnitude.

Na versdo paralela do método, a matriz foi particionada em blocos para que fossem
distribuidos entre os processadores, combinando os resultados de cada processador no final da
computagdo. Nesse caso, o tamanho reduzido do sistema de equacdes lineares é determinado pela
largura de banda da matriz e pela quantidade de particdes da matriz.

De acordo com os autores, essa abordagem superou os resultados apresentados por reso-
lutores de sistemas de equacdes lineares dos pacotes MUMPS e SuperLU. Nesse caso, o reordena-
mento das linhas e colunas da matriz foi realizado por fun¢des contidas nas bibliotecas METIS e
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ParMETIS, respectivamente. Por ser um esquema de precondicionamento de matrizes em banda, a
estratégia em paralelo foi considerada mais robusta que uma classe de precondicionadores baseados
em fatorag@o incompleta, ja que proporcionou um desempenho computacional melhor, tornando-se
escaldvel em arquiteturas paralelas.

3.5. Abordagem de Gibou e Min

Em [Gibou e Min, 2012], os autores aplicaram a reordenacao de linhas e colunas da matriz
pelo método Cuthill-McKee [Cuthill e McKee, 1969], em conjunto com o método dos gradientes
conjugados precondicionado paralelo, para resolver a equagao de Poisson em dominios irregulares.
O precondicionador paralelo utilizado foi o ILU.

Dada a estrutura de nivel gerada a partir de um vértice inicial, a ordenacgdo dos vértices do
grafo associado a matriz A € aplicada de modo incremental, ou seja, a ordenacéo € iniciada a partir
dos niveis com menor quantidade de vértices para os niveis com maior quantidade de vértices. Além
disso, vértices pertencentes a um mesmo nivel sdo ordenados lexicograficamente. Dessa forma, foi
possivel obter um equilibrio entre paralelismo e precondicionamento.

O método Cuthill-McKee permite uma implementacao paralela natural dos blocos diago-
nais da matriz correspondente ao grafo e o precondicionamento € tio eficiente quanto a ordenag¢do
lexicografica. O método Cuthill-McKee foi implementado totalmente em paralelo. A ordenagao
lexicogréfica também foi implementada em paralelo; contudo, o precondicionador ILU foi imple-
mentado sequencialmente. Nessa abordagem, os autores mostraram que a aplicacdo é escaldvel em
arquiteturas multicore.

3.6. Proposta de Deb e Srirama

Em [Deb e Srirama, 2014], os autores projetaram um algoritmo genético paralelo baseado
em uma técnica de agrupamento two-mode que, por sua vez, ¢ uma adaptacdo do método Cuthill-
McKee [Cuthill e McKee, 1969]. O problema da escalabilidade da organiza¢do de um conjunto de
dados dispostos em matrizes de dados two-mode foi abordado utilizando clusters com processadores
multicores. Como exemplo de matrizes de dados two-mode, tem-se os dados gerados a partir de
experiéncias com DNA, RNA e micromatrizes de proteinas. Nessas matrizes, as linhas podem estar
relacionadas aos genes e as colunas podem ser representacdes das particularidades de cada gene.

Na paralelizacdio do método, foi utilizado um pacote de algoritmos genéticos em R
[Scrucca, 2013], baseado no padrao de paralelismo Simple Network of Workstations. Nessa abor-
dagem, a codificagdo dos cromossomos e os dados sdo enviados para cada um dos nicleos. Em
seguida, o algoritmo genético paralelo é executado em cada um dos nicleos, com diferentes valores
atribuidos aos pardmetros de entrada.

O método foi projetado por um modelo de programag@o mestre-escravo, em que o nicleo
mestre envia tarefas para os nicleos trabalhadores, que executam as tarefas e retornam os resultados
para o mestre. Por sua vez, o niicleo mestre agrega os resultados e seleciona a solucdo com menor
largura de banda.

Nessa abordagem, os autores consideraram que o algoritmo paralelo é escaldvel em pro-
cessadores multicore quando comparado com sua implementacdo sequencial. A consisténcia dos
resultados foi verificada com base no valor médio do tempo de execucdo do método paralelo ba-
seado em algoritmos genéticos executado cinco vezes. Além disso, foi verificado que a aceleragdo
proporcionada pelo algoritmo genético paralelo foi aumentada de 1 para 2,42, 3,33, 4,0, 5,74 e 6,49
com processamento de dois a seis niicleos, respectivamente.

3.7. Proposta de Karantasis e colaboradores

Em [Karantasis et al., 2014], os autores apresentaram implementagdes em paralelo apli-
cadas em ambiente multicore, de dois algoritmos de reordenacdo: Reverse Cuthill-McKee (RCM)
[George, 1971] (apesar de os autores referenciarem o método Cuthill-McKee, os autores descrevem
o método RCM) e [Sloan, 1989]. Para encontrar vértices pseudo-periféricos, os autores utilizaram
o algoritmo descrito em [Kumfert, 2000], que € o algoritmo de Sloan com algumas melhorias.
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As paraleliza¢des de ambos os métodos foram baseadas na paralelizacdo da busca em
largura ndo ordenada. Além disso, a biblioteca Galois foi utilizada na otimizac¢do dos algoritmos.
Uma otimizacdo adotada foi dividir um conjunto de iteradores ordenados em um conjuntos de
iteradores ndo ordenados. Em um conjunto de iteradores ndo ordenados, cada iteragdo pode ser
paralelizada processando multiplas iteracdes de uma sé vez, verificando se iteracdes simultaneas
acessam os mesmos dados. Por outro lado, um conjunto de itera¢des ordenadas ¢ como um conjunto
de iteracdes ndo ordenadas com a restri¢do de que a serializagc@o das iteragcdes devera ser consistente
com uma relacdo de ordenagdo definida pelo usudrio.

Foram utilizadas duas abordagens na paralelizacdo do método RCM. Na primeira, cha-
mada de algoritmo nivelado, foi utilizada uma abordagem incremental, ou seja, em cada passo do
algoritmo, € realizada a permutacdo dos vértices, que ndo se altera em passos subsequentes. Na
segunda, chamada de método RCM ndo ordenado, € gerada uma permutacio direta em relagdo ao
método RCM, mas que s6 € vélida apds a geracdo da estrutura de nivel.

Na paralelizacdo da heuristica de Sloan, os autores propuseram uma abordagem em que
a ordem de prioridade dos vértices visitados € relaxada. Para isso, utilizaram uma fila de priori-
dade aproximada, fornecida pela biblioteca Galois. Nessa biblioteca, os vértices sdo retornados em
ordem de prioridade, mas podem admitir um certo nimero de inversdes de prioridade quando um
vértice € recuperado fora da ordem estrita. Para evitar conflitos na atualizagdo dos vértices do grafo,
cada atualizacdo foi realizada de forma atdmica, por meio de instru¢cdes de comparagao e troca.

Em [Karantasis et al., 2014], os autores compararam a qualidade das solu¢des apresenta-
das pela paralelizacao das heuristicas Reverse Cuthill-McKee [George, 1971] e [Sloan, 1989] com os
resultados decorrentes de uma implementagdo baseada na biblioteca de fungdes matemdticas HSL
[HSL, 2017]. Foi verificado que a execucdo dos algoritmos paralelos alcangou desempenho com-
putacional melhor em relagc@o ao desempenho computacional apresentado pelas implementagdes da
biblioteca HSL. Além disso, a qualidade das solu¢des permaneceu a mesma em todos os casos.

3.8. Proposta de Tsuburaya e colaboradores

Em [Tsuburaya et al., 2015], os autores apresentaram um método, chamado de Reverse
Block-Multicolor (RBMC), para reordenacdo de linhas e colunas da matriz, baseado na colora¢do
multicolor dos vértices e no método RCM. O objetivo foi melhorar o desempenho computacional da
reordena¢@o multicolor em blocos na paralelizacdo do precondicionador incompleto de Cholesky
em conjunto com o método dos gradientes conjugados. Como a quantidade de vértices em cada
nivel se torna ndo uniforme, o balanceamento de carga no precondicionamento se torna também ndo
uniforme. Desse modo, o método RBMC foi combinado com a técnica de decomposi¢do da matriz
de coeficientes em blocos, baseada na drvore rubro-negro [Iwashita e Shimasaki, 2003; Iwashita
et al., 2005].

O objetivo dessa abordagem foi reduzir a quantidade de sincronizagdes progressiva e re-
troativa despendidas na resolugcdo de sistemas de equacgdes lineares. Adicionalmente, um balan-
ceamento de carga uniforme no precondicionamento foi conseguido por meio do método RBMC
paralelo.

O método RBMC paralelo foi avaliado ao ser comparado com os métodos de reordenagao
multicolor [Adams e Jordan, 1986] e reordenacdo multicolor em blocos [Iwashita et al., 2012;
Semba et al., 2013]. Como resultado, o método RBMC foi considerado computacionalmente
mais eficaz que os demais métodos de reordenagdo testados, devido a reducdo na quantidade de
sincronizacdo nas substitui¢des progressiva e retroativa e na melhoria do balanceamento de carga
realizado pelo precondicionamento.

3.9. Propostas de Rodrigues e colaboradores

Em [Rodrigues et al., 2016a], os autores descreveram uma implementacio paralela do
método RCM ndo ordenado, chamada pelos autores de RCM Unordered, que € comparado com sua
versdo sequencial. Para o conjunto de matrizes testadas, a reducdo de tempo de computagdo obtido
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variou entre 78% e 94%. Os autores também relataram que o método RCM Unordered paralelo
obteve speedups de 2 a 17 vezes em relacdo a versdo sequencial do algoritmo. Sobre a qualidade das
solugdes, a reducdo de largura de banda alcancada foi a mesma para as implementacdes sequenciais
e paralelas.

No método RCM Unordered, a geracdo da estrutura de nivel é realizada utilizando um
algoritmo de busca em largura ndo ordenado. Com a criagdo da estrutura de nivel, o algoritmo
mantém uma lista de trabalho ws de vértices, a partir da qual qualquer vértice pode ser selecionado.
Assim, varios vértices podem ser computados em paralelo. Para cada iteragdo do algoritmo na lista
ws, uma thread remove um vértice arbitrario v de ws e calcula o nivel apropriado para os vértices
adjacentes de v.

Em [Rodrigues et al., 2016b], os autores apresentaram uma implementacio paralela e
otimizada do método Leveled Reverse Cuthill-McKee (L-RCM) [Chan e George, 1980], chamada
pelos autores de OL-RCM. Para a determinag@o dos vértices pseudo-periféricos, os autores utiliza-
ram o algoritmo descrito em [Kumfert, 2000]. A representacao das matrizes foi realizada por meio
de buckets. Para evitar conflitos no algoritmo otimizado, a operacdo de determinar o nivel de cada
vértice na estrutura de nivel € realizada de forma atdomica. Além disso, a maioria das operacdes
realizadas em cada vértice ocorre no bucket. Como exemplo, cada thread utiliza a quantidade de
vértices no bucket para determinar os rétulos dos vértices. Com isso, o custo envolvido no acesso
a um bucket esta relacionado com operacdes executadas por uma fun¢do hash, adicionado ao custo
de acessar uma posicao especifica no bucket.

No método OL-RCM, os autores compararam os resultados de sua implementac¢do pa-
ralela com os resultados apresentados pela sua respectiva versdao sequencial e pelo método RCM
paralelo descrito em [Karantasis et al., 2014]. Nesse caso, os resultados experimentais apresenta-
dos pela abordagem OL-RCM foram considerados melhores que os outros métodos avaliados.

3.10. Propostas de Mafteiu-Scai e Cornigeanu

Em [Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016a], os autores apresentaram uma heuristica paralela
e hibrida para reduzir largura de banda de matrizes esparsas e simétricas. Nessa heuristica, € uti-
lizada uma sele¢do gulosa de linhas/colunas para serem permutadas, dependendo da posicao dos
coeficientes ndo nulos localizados nas extremidades de cada linha/coluna e de alguns pardmetros
relacionados com a matriz de coeficientes.

Em [Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016b], os autores apresentaram duas heuristicas para-
lelas e hibridas, utilizadas para redugao da largura de banda média de matrizes esparsas. Segundo
os autores, a largura de banda da matriz ndo fornece informagdes suficientes sobre o padrdo de
agrupamento de coeficientes nao nulos ao redor da diagonal principal. Com isso, a largura de banda
média da matriz foi definida como a razao entre a largura de banda e a quantidade de coeficientes
nao nulos da matriz.

Nessa abordagem, o objetivo € obter uma distribui¢do uniforme dos coeficientes niao nulos
ao redor da diagonal principal. Com base em um processamento direto na matriz e inspirada em
leis da fisica, a primeira heuristica realiza uma selecdo gulosa de linhas e colunas da matriz para
realizar a permutacdo. Na segunda heuristica, o objetivo foi melhorar a primeira heuristica por meio
da utilizagdo de uma férmula exata, determinando as permutagdes mais adequadas na matriz.

Na paralelizacdo dos algoritmos, foi utilizado o modelo mestre-escravo. Para isso, as
matrizes foram divididas em blocos compactos de tamanhos iguais, dependendo da quantidade de
processos utilizados. Além disso, foi utilizado um modelo sincrono de paralelizag¢do, produzindo
um balanceamento de carga entre 0s processos escravos.

Todos os algoritmos foram implementados em um supercomputador /IBM Blue Gene/P,
utilizando o compilador IBM C++. A biblioteca MPI foi empregada para a comunicagdo en-
tre processos. Para o armazenamento das matrizes, na abordagem proposta em [Mafteiu-Scai e
Cornigeanu, 2016b], os autores utilizaram o formato de coordenadas e, na abordagem proposta em
[Mafteiu-Scai e Cornigeanu, 2016a], foi utilizada uma variante desse formato, o Matrix Market.
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Segundo os autores, os resultados experimentais apresentados pelas heuristicas parale-
las foram considerados melhores quando comparados com os resultados experimentais apresen-
tados pelas heuristicas sequenciais. Além disso, o speedup da segunda heuristica foi inferior ao
speedup da primeira heuristica por causa das tarefas paralelas adicionais no processo mestre e da
comunicag¢do realizada entre os processos.

3.11. Proposta de Azad e colaboradores

Em [Azad et al., 2017], os autores apresentaram uma implementacdo paralela do método
RCM com memoria distribuida para reduzir o profile de matrizes esparsas. Para encontrar um
vértice pseudo-periférico, foi utilizado o algoritmo de Gibbs, Poole e Stockmeyer [Gibbs et al.,
1976]. Na paralelizacdo do método, foi utilizada uma decomposicdo da matriz de coeficientes
em submatrizes, de modo que o desempenho computacional melhorasse em relagdo ao algoritmo
sequencial. Além disso, operacdes em grafos nao estruturados foram substituidas por operacdes
algébricas de matrizes por vetores. Com isso, foi apresentado um algoritmo baseado em primitivas
paralelas sincronas e otimizadas para serem executadas em sistemas com memoria compartilhada e
distribuidas.

Para a distribuicao das matrizes e dos vetores esparsos entre os processadores, foi utilizado
o framework Combinatorial BLAS (CombBLAS) [Bulug e Gilbert, 2011]. Além disso, foram utili-
zadas as bibliotecas OpenMP e MPI. A implementacdo com essas ferramentas atingiu um speedup
satisfatorio em matrizes originadas de varias aplicagdes executadas em um supercomputador Cray
XC30 com 1024 nicleos. Somente uma thread em cada processo realizou chamadas MPI para
comunicag¢do entre os nds da rede.

Os autores mostraram que a implementacao € escaldvel em computadores com até 1024
nicleos para matrizes de pequeno porte e até 4096 nicleos para matrizes de grande porte. A
memoria distribuida, utilizada pela primitiva SPMSPV € o passo mais caro na implementacao desse
algoritmo paralelo. O tempo de comunicagdo despendido pela primitiva SPMSPV comeca a do-
minar o tempo de computacdo quando a concorréncia é maior. Além disso, grafos com didmetros
maiores possuem uma sobrecarga de comunicagdo maior do que grafos com didmetros menores.

4. Conclusao

Neste trabalho, mostra-se uma revisdo sistematica de algoritmos paralelos para os pro-
blemas de reducdes de largura de banda e de profile de matrizes esparsas. Foram identificadas 13
heuristicas paralelas para esses problemas. A maioria dessas heuristicas foi baseada no método
Reverse Cuthill-McKee [George, 1971]. Apenas a abordagem apresentada em [Karantasis et al.,
2014] esté relacionada com a heuristica de [Sloan, 1989], utilizada para a reducdo de profile de
matrizes esparsas.

E possivel que existam outras heuristicas paralelas para redugdes de largura de banda e
de profile de matrizes; contudo, é altamente provavel que os resultados das principais heuristicas
foram considerados nesta revisdo sistemdtica. O proximo passo deste trabalho € implementar essas
heuristicas paralelas para verificar o(s) algoritmo(s) no estado da arte nos problemas.

Com os resultados experimentais dessas heuristicas paralelas, em relagdo a eficiéncia
computacional e qualidade das solucdes, espera-se compard-los com os resultados de outras
possiveis heuristicas a serem paralelizadas. As heuristicas mais promissoras para serem imple-
mentadas em paralelo foram identificadas em [Bernardes e Gonzaga de Oliveira, 2015; Chagas
e Gonzaga de Oliveira, 2015; Gonzaga de Oliveira e Chagas, 2015; Gonzaga de Oliveira et al.,
2016a]. Algumas delas sao: RCM-GL [George e Liu, 1981], Sloan [Sloan, 1989], MPG [Medeiros
et al., 1993], NSloan [Kumfert e Pothen, 1997] e hGPHH-GL [Koohestani e Poli, 2011].
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