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] ) RESUMO
Um dos mais notdveis avangos na drea dos problemas de corte e empacotamento ocorreu

na década de 1960, quando Gilmore e Gomory desenvolveram o método de gerag@o de colunas,
que se mostrou uma estratégia de resolucdo eficiente para o problema. Entretanto, estes mesmos
autores sugerem que ha possiveis melhoria, por exemplo gerarando colunas de maior impacto no
problema mestre. Assim, este trabalho estuda variagées no modelo da mochila do método de gera-
¢do de colunas para o problema de corte de estoque unidimensional relaxado, sem avaliar técnicas
para obtencdo da solucdo inteira. Os estudos computacionais realizados mostram que algumas
abordagens obtiveram solugdes gerando menor nimero de colunas em compara¢do com o método
tradicional para algumas instancias, enquanto para outras abordagens mais colunas foram geradas
mas em menor tempo computacional total. O trabalho ainda prové margem para futuros estudos
com problemas integrados ou com outras aplicacdes do método de geracdo de colunas.

PALAVRAS CHAVE. Geracao de colunas. Corte de estoque unidimensional. Desempenho.
PM - Programacao Matematica
ABSTRACT

One of the most remarkable advances for cutting and packing problems occurred in
the 1960s, when Gilmore and Gomory developed the column generation method, which proved to
be an effective and efficient solution strategy, albeit needing heuristics to get an integer solution.
However, since this seminal work little has been studied about modifications in the proposed method
seeking improvement in performance for the one-dimensional cutting stock problem. This work
studies modifications in the knapsack model of the column generation method for the relaxed one-
dimensional cutting stock problems. The computational studies performed show that this approach
obtained solutions to the problem generating smaller number of columns compared to the traditional
method for some instances, whereas for other instances more columns were generated but in less
total computational time. The work still provides scope for future studies with larger problems or
with other applications of the method of generating columns.

KEYWORDS. Column Generation. One-dimensional cutting stock problem. Performance.
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1. Introducio

Os Problemas de Corte e Empacotamento (PCE) se referem a qualquer problema mate-
matico que consista na reparticdo de um objeto maior em objetos menores, seja para o fim de corte
do objeto maior, seja para alocacdo dos objetos menores em um espaco maior delimitado. Em vista
disso, costuma-se trabalhar com 3 tipos principais de problemas diferenciados pela quantidade de
dimensdes varidveis (Arenales et al. 2007, Wischer et al. 2007). Os problemas unidimensionais,
por exemplo, sdo considerados nas operacdes industriais de corte de rolos de papel, bobinas de
metal, barras de ago e afins. Os bidimensionais podem ser aplicados nos cortes de madeira, aco ou
até mesmo de moldes de roupa em tecido. E os tridimensionais aparecem frequentemente na forma
de problemas de posicionamento de contéineres, organizacdo de pallets, entre outros. A Figura 1
ilustra os padrées de corte para uma instancia de um problema unidimensional de objetos de tama-
nho Unicos e trés itens menores demandados. Essa figura destaca os padrdes homogéneos que sdo
aqueles que apresentam um tnico tipo de item.
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Figura 1: Arvore de busca dos possiveis padrdes de corte

Um grande marco para os PCE foram os trabalhos de Gilmore e Gomory da década de
1960, que desenvolveram o chamado "método de geracdo de colunas”, uma abordagem capaz de
obter solucdes satisfatérias para problemas de corte de estoque em tempo computacional factivel
(Gilmore & Gomory 1961, 1963, 1965). E importante destacar que Ford Jr & Fulkerson (1958)
e Dantzig & Wolfe (1960) propuseram essa técnica no contexto de outros problemas. A formula-
cdo proposta por Gilmore & Gomory (1961) para o problema de corte de estoque unidimensional
pode ser compreendida como uma decomposicdo de Dantzig-Wolfe na formulacdo de Kantorovich
(1960). O método ficou amplamente conhecido na comunidade cientifica, que o adota até hoje.
A partir das muitas pesquisas que procuravam aperfeicoar o modelo de corte para aumentar sua
proximidade com a realidade da indudstria foram desenvolvidas, entretanto muito pouco se explorou
sobre o método de geracdo de colunas em si. Destacamos a sugestdo encontrada em Gilmore &
Gomory (1963):
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The whole purpose of the knapsack calculation is to find a column representing a
cutting pattern that will yield an improvement; in fact, by maximizing the knapsack
calculation we find the column that will yield the most improvement per unit increase
in the associated variable x; (call this amount s;). However, this criterion pays no
attention at all to the question of how big x; will be when the pivot step is completed,
and the improvement in the objective function depends on this as the improvement is
the product x; s;. We have found that much too often in our calculations a large s;
led only to a small improvement, while a much smaller s;, but associated with a large
change in z;, led to a larger improvement. [Gilmore, P.C., Gomory R.E.; A linear
programming approach to the cutting stock problem - part II, Operations Research,
1963, vol. 11, No. 6. pp. 863-888].

Este trabalho estuda o método de geragdo de colunas de Gilmore e Gomory para reso-
lucdo de problemas de corte unidimensional, com foco em como o subproblema da mochila pode
ser modificado de forma a se obter “melhores” resultados. E importante notar que aqui ndo sero
avaliadas técnicas de aproximagdo para obtengdo da solugdo inteira. Diferentes abordagens para
o modelo matematico do subproblema da mochila sao propostas visando obter colunas mais efici-
entes para o problema principal. Estudos computacionais sao realizados para avaliar a robustez da
abordagem proposta, analisando-se seus respectivos impactos no nimero total de iteracdes e na ob-
tencao de solucdes. A estrutura do artigo é como segue. A Sessdo 2 apresenta o método tradicional
de geragdo de colunas para o problema estudado. A Sessao 3 desenvolve as propostas de aceleragdo
do método. A Sessdo 4 exibe os estudos computacionais realizados.Por fim, a Sessdo 5 discute os
comentdrios finais.

2. O problema de corte de estoque unidimensional e geracao de colunas

O problema de corte de estoque unidimensional pode ser enunciado da seguinte maneira:
deseja-se cortar a menor quantidade de objetos mestre R em m tipos de itens menores de tamanho
l;, i € {1,..,m}, para atender uma demanda d; de cada tipo de item. A formulagdo de Gilmore &
Gomory (1961) associa uma varidvel de decisdo para cada padrio de corte possivel, isto é, diante de
n padrdes de corte diferentes, onde cada padrdo j gera uma quantidade a;; de itens de tamanho /;.
Observando-se o Modelo (1) do problema enunciado, nota-se que a matriz A dos padrdes de corte
pode ser muito grande dependendo dos valores que compde o problema sob andlise. O método de
geracdo de colunas busca contornar essa explosdo combinatorial.

n
Min z = Z T
=1
sujeito a . )
Z%‘j%‘ >d;, parai =1,2,...,m,
j=1
x > 0 e inteiros.

Sabendo-se que a’, uma coluna de A, representa um padriio de corte e decompondo-se a
matriz A e o vetor ¢ nas colunas que compde e que ndo compde a base (A = [B|N] e ¢ = [cp|en]),
em qualquer ponto extremo de um problema de programacio linear de minimizag¢do o valor da
funcao objetivo na base B é dado por z = c’%B‘lb — (zB —lal — ¢j), tem-se no ponto Gtimo que
o segundo termo € menor ou igual a 0, i.e. ndo existe nenhuma outra coluna que, se entrar na base,
reduza o valor de z. Assim, utilizando-se apenas k colunas para o problema (1), este resultado sera
o 6timo do problema se, e somente se, ndo existir um a**1 tal que ¢y B~1a**1 — 1 > 0 (Bazaraa
et al. 2004).
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Dai, simplifica-se dizer que o método de geracdo de colunas consiste em um algoritmo
iterativo que ataca dois modelos matematicos, o P, em (1) e 0 Pys em (2), onde w = ctBB —1je.
o custo reduzido das varidveis de folga do problema P, (Gilmore & Gomory 1963). Note que Py
consiste em um problema da mochila, no qual /; representa o comprimento do item ¢ e L representa
o comprimento do rolo a ser cortado.

m
Max M = wta—lzgwiai—l
i=1

P, m 2
M sujeito a Zliai <L @
i=1

a; > 0 e inteiros.

O critério de parada do algoritmo € alcancado quando z; < 0 em (2), o que significa que
ndo existe um padrdo a’ que, se adicionado no modelo, entraria na base do problema F,.

3. Modificactes no método de Gilmore e Gomory

A fim de melhorar o método tradicional foram feitas modificagdes no sub-problema da
mochila em (2), como sugerido pelos préprios autores do método. A proposta de Gilmore e Go-
mory para o sub-problema original € a busca por qualquer coluna cujo custo reduzido seja o maior
possivel; entretanto isso ndo garante que a melhora na funcio objetivo serd a melhor possivel, uma
vez que essa melhora é dada pelo produto do custo reduzido pelo teste da razdo do algoritmo sim-
plex. Dessa forma, utilizando o sub-problema como o Modelo (3), o nimero de iteracdes para
conclusdo do método deve ser menor ou igual a utilizagdo do problema da mochila.

m _
. by _
Max v = (ig_lwiai - 1)(p:{gl,].[.l‘,m{ﬁi cap > 0})

P, n 3
M sujeito a Zliai <L ©
i=1

a; > 0 e inteiros

. b, — - . .
Note que (mmpzl,g,_.,m{i Dap > 0}) representa o teste da razdo do algoritmo simplex,
b — \m -1 o= _ p-1,_ \ym -1 . .- T
onde b, = > =1 By, bjeap, = B, o = Z =1 By, ,qj. Evidentemente a caracteristica ndo llgear
do modelo P;;; em (3) torna seu uso invidvel na pratica, entretanto deste modelo pode-se derivar
melhores ideias para o desenvolvimento de outras variagdes. Dai criou-se o primeiro modelo Py .o,
em (4), abaixo.

4 m —
a
Max M= E wia; — max {=2}
. p:1127 "7m b
=1
m
sujeito a E lia, <L

Par.2q P 4
m

Zwiai >1+4¢

i=1

a; > 0 e inteiros.

Note que, para garantir que a coluna gerada ird melhorar o modelo de corte, é adicionada
a restricdo w'a > 1 + & no modelo, fazendo com que o critério de parada seja a infactibilidade do
modelo.
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Esse modelo apresenta uma ndo-linearidade na funcio objetivo, que pode ser facilmente

- a . < .
sanada. Sabendo que t = max {=L1} deve ser respeitado, é possivel chegar no modelo Py o,
p=1L,2,....m
P

T A n ik . . a
em (5), onde ¢ € varidvel, mas certamente assumird valor igual a max {E—p}
p=1,2,...m
P

m
Max M = (Zwiai) —t
i=1
m
sujeito a Z lia; < L
i=1
m
Phrop Zwiai >1+e¢ ®)]
i=1
m m
7 -1 -1
t ZBpj bj > ZBpj ajparap=1,2,...,m
j=1 J=1
a; > 0 e inteiros
t>0.

Este modelo faz uma grotesca aproximacgao da multiplicacdo por uma soma para contornar
a ndo linearidade. Mas € possivel diminuir o erro dessa aproximagdo fazendo-se a combinagdo
linear convexa desta: A(wTa) + (1 — A)(—¢) com A € [0,1]. Assim chega-se ao modelo Py 3
em (6), para o qual escolhe-se um \ a cada iteracio. E importante notar que este modelo, se
corretamente parametrizado, certamente realizard um niimero menor ou igual de iteracdes que o
modelo original de Gilmore e Gomory, uma vez que tomando A = 1, ambos os modelos tornam-se

exatamente iguais.

m
Max 2y = )\Zwiai —(1=XNt
i=1
m
sujeito a Z lia; < L
i=1

m
Py s Zwiai >1+e¢ (6)
i=1
m m
7 —1 —1
t ZBpj bj > ZBpj ajparap=1,2,...,m
j=1 J=1
a; > 0 e inteiros
t>0.

\

Outras duas variagdes foram propostas a partir de outras ideias. A variacdo Pjs4 em
(7) considera a hipétese de que, se a real intencdo do algoritmo for diminuir o tempo de obteng¢do
de uma solucdo para o problema relaxado (ndo necessariamente diminuir o nimero de colunas
geradas), gerar colunas que respeitem apenas as condicdes de factibilidade sem tentar otimizar uma
funcdo pode ser uma boa alternativa para o modelo original.

Max ZM

m

subject to: Zli a; <L
o (N
Zwiai >1+¢
i=1

a; > 0einteiros, i=1,....m
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Por fim a variagdo Pjs5 em (8) busca gerar padrdes que sejam similares as quantidades
demandadas de cada tipo de item, o que em teoria poderia gerar padrdes mais adequados a cada
problema em especifico, como se o modelo fosse auto-parametrizavel para cada problema.

m
Max Z d; a;
i=1
m
subject to: Zli a; < L
i=1

m
Zwiai >14¢
i=1

a; > 0einteiros, +=1,....m

()

Py

Esses modelos s@o avaliados na proxima sessdo por meio de experimentos computacio-
nais.

4. Estudos computacionais

Os estudos computacionais para avaliar a robustez dos modelos propostos consideram
as 18 classes de instancias propostas por (Foerster & Wascher 2000), e utilizados por (Yanasse &
Limeira 2006), (Moretti & Salles Neto 2008), entre outros autores. O gerador de instincias desen-
volvido por Gau e Wischer (Gau & Wischer 1995) disponivel em <https://paginas.fe.
up.pt/~esicup/problem_generators?category_id=1> foi utilizado. Essas classes
de instancias variam segundo: o tamanho dos itens demandados (/;), o tamanho do objeto cortado
(L) e a demanda dos itens(d;). Para cada classe foram utilizadas 100 amostras de problemas di-
ferentes e medidos o nimero de iteragcdes e tempo computacional para completude do problema .
As variacdes propostas na Secio 3, bem como o modelo original da Se¢éo 2, foram implementados
em ambiente MATLAB com utilizacao da biblioteca do CPLEX como resolvedor, e executados em
ambiente de processador AMD FX6300 (3.50 GHz), de 16 GB de memoéria RAM.

A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos, os quais sdo comparados pela média de co-
lunas geradas e tempo computacional para cada classe de problema. Os melhores resultados das
variacdes sdo destacados em azul, em contraposicido aos melhores resultados do método original,
destacados em vermelho.

Os resultados deixam claro que duas variacdes se destacam, as Pyr3 € P4, a primeira
gerou menos colunas em 11 das 18 classes, ja a segunda possuiu menor tempo computacional em
12 das 18 classes. Ademais infere-se que o Pps.5 ndo possui um Unico teste em que tenha se saido
melhor e percebe-se que o Py 95 foi levemente pior que o Py 3, 0 que indica que a modificagdo de
um para o outro (o uso do multiplicador \) foi uma melhoria.

A Figura 2 apresenta os resultados de dois modelos: Pyr3 € Ppr4. As coordenadas de
cada ponto sdo dadas pelo valor relativo do resultado em relacdo ao modelo original P, ou seja,
quanto menor o valor no grafico, melhor foi o resultado do modelo especificado para aquela classe
de problemas. Assim, a Figura 2 deixa nitida a contraposi¢@o das duas varia¢des, dado que a maioria
dos pontos de cada uma se encontra em quadrantes opostos.

Note que uma variagdo 6tima seria aquela se encontrasse no quadrante inferior direto,
tanto sendo mais rdpida quanto gerando menos colunas. Entretanto permanece ainda a divida de
qual critério € mais interessante para o problema, conforme sera discutido na préxima sessao.
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Tabela 1: Resultados dos testes computacionais
Tempo Computacional (s)

¥ <

Colunas Geradas

Py Py Pus Pya Pyus | Py Puyoaw Pus Puya Pus
Classe 01 0.50 1.18 081 072 125 | 1796 3332 2548 51.24 48.80
Classe 02 0.48 1.17 0.69 070 131 |17.94 30.76 20.12 49.80 49.08
Classe 03 0.93 4.38 1.99 126 3.67 | 29.54 8582 4494 9578 95.16
Classe 04 0.92 4.82 2.08 126 4.03 |29.70 8394 38.00 96.14 96.02
Classe 05 192 1244 642 209 841 |51.12 173.20 79.34 173.20 173.20
Classe 06 1.89 24.68 30.73 2.10 9.97 | 50.54 172.04 7050 172.04 172.04
Classe 07 0.15 020 020 0.13 038 | 8.68 8.78 8.62 1226 22.26
Classe 08 0.15 0.16 0.19 012 040 | 878 7.46 7.56 12.16 2244
Classe 09 0.38 0.55 051 033 128 | 17.78 19.08 18.08 32.58 58.88
Classe 10 0.49 0.57 052 037 1.83 |20.84 18.44 17.66 37.28  69.48
Classe 11 1.77 3.49 254 123 650 | 53.06 56.46 48.52 107.44 182.64
Classe 12 1.74 2.54 2.04 122 6.79 | 51.88 46.00 43.50 107.52 180.24
Classe 13 0.10 0.11 0.13 0.08 0.14 | 7.22 5.84 588 7.12 8.68
Classe 14 0.10 0.11 0.12 0.07 0.14 | 724 5.68 5.66 6.98 8.46
Classe 15 0.31 0.37 039 019 055 | 19.30 14.08 13.96 19.66 26.28
Classe 16 0.30 0.35 036 019 058 | 19.36 13.70 13.64 18.96 27.02
Classe 17 1.09 1.65 142 050 361 | 5638 3744 34.68 51.02 101.94
Classe 18 1.11 1.39 1.24 0.52 386 | 56.14 35.18 34.56 52.08 104.84
Comparagao multi-critério
200% AP ®Prrs
350% 2
n
300% Y
ﬁ:‘: 250%
% 200% A
2 aa
é 150% A . o
© (<)
0, A .. °
100% e
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Figura 2: Comparagdo entre os métodos propostos

2974



XLIX Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional 7 "
Blumenau-SC, 27 a 30 de Agosto de 2017. . .

5. Conclusoes e perspectivas futuras

Os resultados mostram que € bastante vidvel a aplicacdo de um sub-problema diferente
para a geracdo de colunas de problemas de corte de estoque unidimensional. Entretanto hd um
trade-off nessa escolha entre tempo computacional e quantidade de colunas geradas. A um trabalho
que se interessar por produzir um niimero menor de colunas, a variagdo Pj; 3 em (6) pode ser mais
interessante, enquanto para aqueles que buscam ganho computacional, a variacdo Ppr 4 em (7) é
mais atrativa.

E importante lembrar que para a resolugéio do problema de corte de estoque néo relaxado,
i.e. com varidveis inteiras, uma maior quantidade de colunas acarreta em um tempo computacional
maior, mas uma quantidade menor de colunas pode acarretar num resultado mais afastado do 6timo
real. Sendo assim, ainda permanece a divida de qual método traria mais beneficios no final. Esta
questdo em aberto pode ser explorada mais a fundo com a resolu¢@o do modelo de corte inteiro apds
a geracao de colunas por cada variacdo.
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