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RESUMO

Dado um grafo simples ndo-direcionado G = (V, E) com pesos associados aos vértices,
o problema do conjunto de vértices de retroalimentacdo de peso minimo (MWFVS, do inglés mini-
mum weighted feedback vertex set) consiste em encontrar um subconjunto dos vértices F' C V de
peso minimo cuja remocao torne o grafo aciclico. No presente trabalho, aborda-se este problema
NP-dificil por meio da resolu¢do do problema da floresta induzida de peso maximo (MWIF, do
inglés maximum weighted induced forest). Sao propostas: (a) uma nova formulacdo compacta de
programacao inteira mista, i.e., com quantidades polinomiais de varidveis e restricdes; ¢ (b) uma
metaheuristica multi-start baseada em busca local iterativa (ILS, do inglés interated local search).
Resultados computacionais preliminares mostram que as técnicas propostas sao competitivas com
as melhores disponiveis na literatura, sendo capaz de superar as tltimas em certos casos. O trabalho
foi desenvolvido pelo aluno sob supervisio do orientador.
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ABSTRACT

Given a vertex weighted undirected simple graph G = (V, E'), the minimum weighted
feedback vertex set problem (MWFVS) consists in obtaining a subset of the vertices F' C V with
minimum weight whose removal turns the graph acyclic. In this work, we approach this NP-hard
problem by tackling the maximum weighted induced forest problem (MWIF). We propose: (a) a
new compact mixed integer programming formulation, i.e., with polynomial quantities of variables
and constraints; and (b) a multi-start iterated local search metaheuristic. Preliminary computational
results show that the proposed techniques are competitive with the best ones available in the litera-
ture, being able to outperform the latter in certain cases. This work was developed by the student
under supervision of his advisor.
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1. Introducao

Dado um grafo simples ndo-direcionado G = (V, E') com pesos associados aos vértices,
um subconjunto dos vértices ' C V' é denominado um conjunto de vértices de retroalimentacao
(FVS, do inglés feedback vertex set) se qualquer ciclo em G € formado por pelo menos um vértice
v € F. O problema do conjunto de vértices de retroalimentacdo de peso minimo (MWFVS, do
inglés minimum weighted feedback vertex set) consiste em encontrar um conjunto de vértices de
retroalimentagdo ' C V' de peso minimo. Karp [1972] demonstrou que a versdo de decisdo do
problema é NP-completo através de uma reducdo a partir do problema da cobertura de vértices
implicando que o MWFVS ¢ NP-dificil.

O MWFVS possui uma diversidade de aplicagdes praticas em vérias dreas. Wang et al.
[1985] consideram o problema no contexto de prevengdo e/ou remogdo de deadlocks em siste-
mas operacionais . Outras aplicacdes incluem o estudo de monopdlios em sistemas distribuidos
sincronos (veja Peleg [1997] e Peleg [1998]), e problemas de satisfacdo de restri¢des e inferéncia
bayesiana (Bar-Yehuda et al. [1998a]). Uma revisdo da literatura relacionada a problemas de con-
juntos de vértices e arestas de retroalimentac@o pode ser encontrada em Festa et al. [1999].

Embora o MWFVS seja NP-dificil, h4 topologias especificas de grafos para as quais al-
goritmos polinomiais sdo conhecidos. Um exemplo que serd usado no presente trabalho foi estu-
dado em Carrabs et al. [2004], onde os autores apresentam um algoritmo baseado em programacao
dindmica com tempo de execu¢do linear para grafos denominados diamantes pelos mesmos. A
classe dos grafos diamantes dos autores é representada por grafos G = (V, E)) com apices r ¢ z,
onde cada vértice v € V estd presente em pelo menos um caminho entre r e z, € a remog¢ao do
vértice z de V' faz de G uma arvore.

Alguns poucos trabalhos tratam de métodos exatos baseados em programacao inteira para
o MWFVS. Brunetta et al. [2000] abordam o problema utilisando um algoritmo branch-and-cut e
uma heurfstica de busca local baseada em Tabu Search. A abordagem dos autores consiste em um
conjunto de procedimentos heuristicos para a separagao de desigualdades violadas pertencentes a
uma descricao parcial do politopo do MWFVS e uma busca tabu para obten¢do de solugdes vidveis
e de bons limites superiores para a fungdo objetivo. As técnicas propostas pelos autores foram
capazes de resolver até a otimalidade instancias aleatdrias e geométricas com até 60 vértices e
instancias planares com até 300 vértices. Funke e Reinelt [1996] realizaram um estudo poliedral do
MWFVS no contexto de grafos direcionados.

Nos dltimos anos, diferentes heuristicas foram propostas para o MWFVS. Carrabs et al.

[2011] propdem uma busca tabu iterativa que explora eficientemente a vizinhanga definida resolvendo-

se 0o MWFVS em tempo polinomial nos grafos diamante. Carrabs et al. [2014] propuseram um
procedimento guloso randomizado e um algoritmo memético combinando um algoritmo genético e
busca local baseada na resolu¢do do MWFVS em grafos diamante. O algoritmo proposto mostrou-
se mais efetivo que outras heuristicas propostas na literatura. Diversos autores também desenvol-
veram algoritmos aproximativos para o problema (Bafna et al. [1999]; Bar-Yehuda et al. [1998b];
Kleinberg e Kumar [2001]).

Até onde se tem conhecimento, ndo hd uma formula¢do compacta para 0o MWFVS na
literatura. Neste trabalho propdem-se (a) uma nova formulagdo de programagao inteira mista com-
pacta para o problema bem como (b) uma heuristica multi-start baseada em busca local iterativa. O
restante do trabalho € organizado da seguinte forma. A Secdo 2 formaliza a definicdo do MWFVS e
apresenta uma formulacao de programacao inteira mista. Na Secdo 3 sdo apresentados um algoritmo
construtivo randomizado e o procedimento de busca local iterativa. Na Secdo 4, sdo reportados ex-
perimentos computacionais preliminares baseados em um subconjunto das instancias disponiveis
na literatura. Comentdrios finais e propostas de trabalho futuro sdo discutidos na Secéo 5.

2. Definicao do problema e formulaciao de programacao inteira mista
Seja G = (V, E) um grafo simples ndo-direcionado com conjunto de vértices V' e con-
junto de arestas £/, no qual existe um peso ndo-negativo w, associado a cada vértice v € V. Um
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subconjunto dos vértices F' C V, com complemento F' = V' \ F, é definido como um conjunto
de vértices de retroalimentagio (FVS) caso o subgrafo G|[F] induzido por F' seja aciclico, onde
G[F] € G é o subgrafo com conjunto de vértices F' contendo toda aresta e € E incidente a
dois vértices em F. Note que G[F] é uma floresta. Define-se o peso de um conjunto de vértices
F CV como W[F] =}, pw,. O problema do conjunto de vértices de retroalimentagao de peso
minimo (MWFVS) consiste em encontrar um FVS F' de peso minimo, i.e. W[F] < W[F'] para
todo FVS F’ C V . Observe que se F' é um FVS entdo G[F] é uma floresta induzida por F, e
WV] = WI[F] + W[F]. Isso implica que resolver o MWFVS & equivalente a resolver o problema
da floresta induzida de peso maximo (MWIF, do inglés maximum weighted induced forest). Desta
forma, no restante deste trabalho, considera-se o problema de encontrar uma floresta induzida de
peso maximo.

Com o intuito de obter uma formulacdo compacta de programacao inteira mista baseada
em fluxos para o MWIF, serd definida uma pequena modificagdo no grafo de entrada tal que o
problema consistird em encontrar uma arvore no grafo modificado. Dado o grafo de entrada G =
(V, E), define-se o grafo G5 = (Vs, Es) noqual Vs = V U {s}, Es = EU{(s,v) |v € V}, e
ws = 0. O propdsito do vértice s na formulagao serd interligar as diferentes componentes conexas
da floresta induzida G[F).

A formulagdo de programacao inteira mista considera uma versdo direcionada do grafo
G, i.e. para cada aresta (u,v) € E; associam-se arcos (u,v) e (v,u). O novo conjunto formado
por esses arcos € expressado por E’. Os conjuntos de arcos saindo e entrando de v sdo denotados por
AT (v) e A~ (v), respectivamente. Enviando-se uma unidade de fluxo a partir do vértice fonte s para
cada vértice v € F' pode-se encontrar uma drvore conectando os vértices em F' U {s}. Definem-se
as varidveis de decisao:

1, se o arco (u,v) € E’ é selecionado,
Ty = L
w 0, caso contrario;

| 1, se o vértice v € V pertence a arvore,
Yo 0, caso contrério.

Usando as varidveis descritas, o problema pode ser formulado como

EMWIF =max Yy Wyl )
veV

Y ww=y, YvEV, )
(u,v)€EA~ (v)

Z Joo = Z Yu, 3)
(s,v)eAT(s) veV

Z fuv_ Z fvu:_ym VUEV, “4)
(u,v)EA~(v) (v,u)EAT(v)
T < fuo < (V] = Dy V (u,v) € E, 5)
Tyy + Tou Yo YV EV, (U, ’U) S El, (6)
Tup + Tow > Yu + Yo — 1 Yu,v eV, (u,v) € E, (7)
fuw >0 V (u,v) € F, 8)
z € {0, 1}1¥, )
y e {0, 1}V (10)

A funcdo objetivo (1) maximiza a soma total dos pesos dos vértices presentes na floresta. As
restricOes (2) determinam que todo vértice v € [’ possui exatamente um arco de entrada. As
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restricdes (3) e (4) tém por objetivo assegurar a conectividade e balancear o fluxo de cada vértice.
As restrigdes (5) apenas vinculam as variaveis de fluxo f e as varidveis x, onde a quantidade de
fluxo que flui por um arco é sempre menor ou igual ao nimero maximo de arestas em uma arvore,
i.e, nimero total de vértices menos um. As restri¢des (6) e (7) definem que a solucdo é um grafo
induzido G [F] As restricoes (8), (9) e (10) asseguram a ndo-negatividade e integralidade das
varidveis.

3. Metaheuristica multi-start baseada em busca local iterativa

3.1. Heuristica gulosa randomizada

Nesta sec¢ao, serdo apresentados dois critérios gulosos para a selecdo de um novo elemento
a ser adicionado a uma solugdo obtida de maneira construtiva. Adicionalmente, serd proposta uma
heuristica construtiva gulosa randomizada para a obtencdo de solucdes.

Considere as seguintes fungdes gulosas para selecdo de um vértice v € V ainda ndo
presente na solu¢do que buscam maximizar o peso da floresta: (a) maximizagdo do peso do vértice
P1 = max W,; € (b) maximizagdo do peso ponderado pela quantidade de arestas incidentes py =
max wy/dg(v). Defina Q C V como um conjunto de vértices ndo presentes na solu¢do para os
quais nao foi realizada uma tentativa de adiciond-los a floresta induzida. Dados os vértices em () e
uma funcdo gulosa, p; ou po, a lista retrita de candidatos (LRC) é definida como um subconjunto
dos vértices contendo os melhores candidatos.

A heuristica gulosa randomizada é descrita em Algoritmo 1. O conjunto de vértices que
forma a floresta é denotado por .S. O conjunto () ¢ inicializado com V" e .S € igual a um conjunto
vazio (linhas 1-2). O conjunto () € ordenado de acordo com a funcdo gulosa escolhida (linha 3).
A cada iteracdo do laco 4-9 o algoritmo seleciona aleatoriamente um vértice v presente na LRC e
adiciona-o a S caso sua inser¢do em .S ndo gere ciclos em G|[S], e posteriormente v é removido de
Q. Esse processo € repetido até que () esteja vazio.

Algoritmo 1: CONSTRUTIVO-RANDOMIZADO (G = (V, E), w)

1 Q<+ V;
S« @
Ordene () de acordo com um dos critérios de escolha gulosa citados;
while ) # @ do
Considere uma LRC com os melhores elementos de ();
Selecione aleatoriamente um vértice v na LRC;
if G[S U {v}] ndo contém ciclos then

L S« SuU{v};

9 | Q<+ Q\{v}

10 return S;

NN AR WN

3.2. Busca local iterativa

O algoritmo proposto nesta secdo, chamado de MULTISTART-ILS, consiste de uma
heuristica multi-start baseada em uma busca local iterativa e € descrito em Algoritmo 2. O al-
goritmo executa It,,,, iteragdes (linhas 1-8) e em cada uma delas uma solucdo inicial S; é ge-
rada com o algoritmo construtivo randomizado apresentado na Se¢@o 3.1 (linha 2). Partindo dessa
solugdo, efetua-se uma busca local baseada em grafos diamante (linha 3). Em BUSCA-LOCAL-
DIAMANTE explora-se vizinhancas adicionando a solu¢do um vértice v € S; e solucionando o
problema do MWFVS em um grafo diamante. O algoritmo com tempo de execucdo linear baseado
em programac¢do dindmica utilizado em BUSCA-LOCAL-DIAMANTE ¢ apresentado em Carrabs
et al. [2004]. Duas variacdes para a busca local foram consideradas: (a) primeiro aprimorante e
(b) melhor aprimorante. Assim que uma solucdo fica presa em um 6timo local, ou seja, nenhum
dos métodos da busca local é capaz de melhora-la, um mecanismo de perturbagdo é acionado (li-
nhas 4-8). Em PERTURBACAO, k vértices sio aleatoriamente removidos da solugdo S, e entdo
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o método CONSTRUTIVO-RANDOMIZADO ¢ novamente aplicado desconsiderando os vértices
removidos. Apoés todos os vértices presentes no FVS serem testados, os vértices removidos sdo
reinseridos caso ndo gerem nenhum ciclo na floresta. A solucdo € entdo novamente melhorada
aplicando BUSCA-LOCAL-DIAMANTE. Por fim, seleciona-se a floresta induzida de maior peso
(linha 9). Como tltima etapa, efetua-se uma busca local em grande vizinhanca MIP-LNS (linha
10), utilizando-se a formulagao (1)-(10) na qual a% dos vértices na floresta sio fixados e resolve-se
um subproblema restrito de programacao inteira mista.

Algoritmo 2: MULTISTART-ILS (G = (V, E), w)

1 fore < 1,..., Ityq do
S; + CONSTRUTIVO-RANDOMIZADO (G) ;
S} <~ BUSCA-LOCAL-DIAMANTE (G, S);
for j < 1,...,ILS, do

S! < PERTURBACAO(k, G, S}) ;

S7* <~ BUSCA-LOCAL-DIAMANTE (G, 5));

if W[S/*] > W|[S}] then

L SF « SI*;

® NN AR WN

S* argmax;—1 . Itz WIS?];
10 S* < MIP-LNS (5%, a);
11 return G[S*];

-]

4. Experimentos computacionais preliminares

Nesta secfo sdo apresentados alguns experimentos computacionais analisando o desempe-
nho das técnicas propostas. Todos os experimentos foram realizados em uma maquina executando
Xubuntu x86 64 GNU/Linux, com processador Intel Core 17-4770S 3.10GHz, 8Gb de RAM. Todos
os algoritmos foram implementados em C++ e a formulacgao resolvida utilizando CPLEX 12.7.

Os testes preliminares foram realizados em um subconjunto das instancias propostas em
Carrabs et al. [2011] com o objetivo de verificar o comportamento dos métodos propostos e definir
parametros antes das execucdes completas para todas as instancias. Esse conjunto inclui grafos
dos tipos randdémico, grade, toroidal e hipercubo. As instincias sdo caracterizadas pelo nimero de
vértices, nimero de arestas e um intervalo de pesos para os vértices. As instancias sdo divididas
em pequenas e grandes, sendo que as pequenas possuem 25, 50 ou 75 vértices, enquanto as gran-
des possuem entre 100 e 500 vértices. O intervalo de pesos associado aos vértices é um inteiro
positivo que pode variar em trés intervalos distintos: [10,25], [10,50] e [10,75]. Tentou-se selencio-
nar um subconjunto com caracteristicas diversas que fosse representativa do conjunto completo de
instancias. As instancias sao identificadas como D_Xy n_m_low_up. D expressa o tamanho das
instancias (S para pequenas e L para grandes). X representa o tipo de grafo: randémico (R), grade
quadrado (SG), grade nao-quadrado (ING), hipercubo (H) e toroidal (7). Os outros parametros
caracterizam um identificador para a instincia (y), nimero de vértices (n), nimero de arestas (m),
e os limites minimo (low) e maximo (up) dos pesos. Para os grafos grade e toroidal, n e m indicam
o niimero de linhas e colunas da grade, respectivamente.

Nas execugdes preliminares reportadas nesta secao, utilizaram-se os seguintes parametros.
A LCR da heurfstica construtiva randomizada € composta dos dez melhores candidatos. Os nlimeros
maximos de iteracdes e perturbagdes da heuristica multi-start foram, respectivamente, It,,q, = 10
e ILSmq: = 400. A busca local diamante foi executada utilizando-se uma abordagem melhor
aprimorante. A busca local em grande vizinhanca foi realizada fixando-se os 95% dos vértices de
maior peso presentes na melhor solucdo encontrada nas etapas anteriores, com um tempo limite de
60 segundos. No fim do processo, a formulagdo foi executada com a melhor solucdo encontrada
pela metaheuristica como warm start, por um tempo maximo de 600 segundos.
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4.1. Instancias pequenas

Na Tabela 1 sdo reportados os resultados para execucao da busca local iterativa multi-start
e da formulac¢do em instancias pequenas. A primeira coluna identifica as instancias. As seis colunas
seguintes reportam o valor da solugdo obtida (valor) e o tempo gasto (¢(s)) por: (a) heuristica multi-
start (MSILS) sem a execucdo da busca em grande vizinhanga, (b) busca em grande vizinhanga
(LNS), e (c) formulacdo de programacio inteira (MIP). A dltima coluna (6timo) identifica o valor
da solugdo 6tima. Os resultados reportados em cada linha sdo a média de valores para as 5 instancias
com as mesmas caracteristicas (tamanho, arestas adjacentes e intervalo de pesos). Valores em
negrito indicam a primeira etapa da técnica na qual a solucio 6tima foi encontrada.

Tabela 1: Resultados preliminares usando as heuristicas propostas e a correspondéncia com as solugdes timas.

Instancias Pequenas.

Instancias MSILS LNS MIP 6timo

valor t(s) valor t(s) valor t(s) valor
S_R1.25.33.10_25 63.8 <1.0 638 <1.0 638 <1.0 63.8
S_R11.50_.85.10_.50 281.4 2.8 2808 < 1.0 280.8 < 1.0 280.8
S_R23.75.490_10_.50 | 1232.8 13.8 | 12324 57.8 | 1226.6 113.0 | 1226.6
S_SG3.5.5.10_75 3124 < 1.0 3124 < 1.0 3124 < 1.0 312.4
S_5G8.9.9.10_50 754.8 7.4 752.2 1.4 752.2 1.4 752.2
S_NGT7.12.6.10_25 402.0 4.8 398.2 1.6 398.2 1.4 398.2
S_T2.5.5.10_50 124.4 1.1 1244 < 1.0 1244 < 1.0 124.4
S T4.7.7.1025 1974 3.8 1954 <1.0 1954 < 1.0 1954
S_T7991025 313.6 9.2 309.6 124 309.6 5.4 309.6
S_H1.16.10_25 73.8 < 1.0 722 <1.0 722 < 1.0 72.2
S_H5.32.10_50 240.6 2.1 240.6 < 1.0 240.6 < 1.0 240.6
S_H6.32_.10_75 277.6 2.1 2776 < 1.0 2776 < 1.0 277.6

Os resultados na Tabela 1 mostram que, considerando as instancias testadas, em somente
uma instancia randomica as solu¢des 6timas ndo foram encontradas pela heuristica. Pode-se ver
que LNS trouxe uma melhoria considerdvel nos resultados obtidos pela etapa inicial da heuristica,
permitindo a obten¢do de instancias 6timas para 6 grupos adicionais de instincias.

4.2. Instancias grandes

Na Tabela 2 sdo reportados os resultados para as instancias grandes. A estrutura desta
tabela € similar a da Tabela 1, exceto pela dltima coluna que € substituida pela coluna melhor, visto
que a solucdo 6tima ndo € conhecida para essas instancias. Os valores da tultima coluna foram
retirados de Carrabs et al. [2014]. Valores em negrito indicam a primeira etapa da técnica na qual
uma solug@o melhor ou igual a melhor conhecida foi encontrada. Um * indica que a melhor soluc¢do
conhecida na literatura foi encontrada pela abordagem proposta neste trabalho.

Os resultados na Tabela 2 mostram que, novamente, LNS possibilitou uma grande me-
lhoria nos resultados obtidos pela metaheuristica multi-start. Cinco melhores resultados foram
encontrados, considerando-se que em trés casos as solu¢des encontradas sdo estritamente melhores
do que as melhores conhecidas na literatura. Para dois grupos de instincias toroidais, as solucdes
foram aprimoradas na etapa MIP e novos melhores resultados foram encontrados.

5. Comentarios finais

Este trabalho apresentou uma nova abordagem para o problema do conjunto de vértices de
retroalimentacdo de peso minimo que consiste em resolver o problema dual, i.e., floresta induzida de
peso maximo. Prop6s-se (a) uma nova formulacdo compacta de programacao inteira mista baseada
em fluxos, (b) uma heuristica de busca local iterativa multi-start com uma etapa de aprimoramento
final baseado em uma busca local em grande vizinhanga utilizando a formulacio de programacao
inteira.

Resultados preliminares baseados nos experimentos computacionais realizados mostram
que a abordagem € bastante promissora. A solucdo 6tima foi encontrada pela heuristica proposta
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Tabela 2: Resultados preliminares usando o modelo proposto e a correspondéncia com as melhores solu¢des conhecidas

até momento. Instincias Grandes.

Instancias MSILS LNS MIP melhor

valor t(s) valor t(s) valor t(s) valor
L_R2.100.247_.10_50 837.6 13.8 836.8 7.0 836.8 6.0 836.8
L_R11.200-796-10_50 2432 .4 90.9 2432.0 60.0 24254  600.0 | 2399.0
L_R19.300.1644_10_25 | 2078.0 297.0 2076.2  60.0 2076.2  600.0 | 2045.4
L_S5G1.10.10-.10_25 571.8 9.1 566.2* 6.4 566.2 2.6 566.8
L_NG3.13.7.10_75 1382.6 7.5 | 1381.6* 2.0 1381.6 1.6 | 1382.8
L_NG9.23.13.10_75 5332.8 135.1 53252  60.0 5258.4  600.0 | 5258.0
L_T2.10.10_10_50 459.2 14.1 457.4* 6.4 4574 4.8 457.6
L. T4.14.14.10_25 759.6 61.3 752.8 514 748.0%  447.6 748.8
L T9.17.17_10_75 1511.4 185.1 1508.2 60.0 | 1497.6* 4224 | 1498.6
L_H3.128_10_75 1163.6 322 1161.6 164 1161.6 154 | 1161.6
L_H5256_10_50 2306.4 182.8 23054 60.2 2299.6  600.0 | 2279.6
L_H7512.1025 3299.2  1069.3 3299.2  60.0 3296.6 600.0 | 3119.0

para quase todas as instincias pequenas, exceto uma. Levando-se em consideracdo as instancias
grandes, trés novos melhores resultados foram encontrados pela heuristica, e dois novos no processo
de enumeragdo utilizando programacdo inteira. Os resultados também mostram a importancia da
busca local em grande vizinhanga na melhoria das solugdes obtidas pela metaheuristica de busca
local iterativa.

Propostas de trabalhos futuros sao o aprimoraramento das técnicas de busca local, utilizando-

se mecanismos de memoria baseados em Tabu Search, bem como um algoritmo branch-and-cut
para a melhoria dos limites fornecidos pela formulacido de programacio inteira. Outra possibili-
dade ¢é a paralelizagdao dos métodos propostos com o intuito de diminuir o tempo computacional
para a geracdo de solugdes com boa qualidade.

Agradecimentos: Os autores agradecem ao PIBIC/UFBA-UFBA e ao CNPQ pelo apoio finan-
ceiro.
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